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P L A N T E A M I E N T O Y RESUMEN DE LA T E S I S . 
El método de los elementos de con to rno ha susc i tado un in te rés c rec ien te 
en los ú l t imos d iez años, presentándose como una he r ramien ta ú t i l para la reso lu -
c ión de prob lemas de la ingen ie r ía e s t r u c t u r a l , modelados matemáticamente por sis_ 
temas de ecuaciones d i f e renc ia l es en de r i vadas p a r c i a l e s . 
A t r a v é s de una fo rmu lac ión in tegra l en el con to rno del domin io , d o n d e -
se def ine el p rob lema, se consigue la reso luc ión de éste,mediante la sola d i s c r e t i z a 
c ión de aqué l , en con t rapos i c i ón a los métodos de domin io ,que neces i tan la comple-
ta d i s c r e t i z a c i ó n del mismo (Elementos F i n i t o s ) . 
Es tos años han s e r v i d o , po r un lado para c imentar el método a n t e r i o r -
en cuanto a sus bases mateméticas se r e f i e r e , y por o t r o para d e f i n i r los campos= 
de la F í s i ca donde su u t i l i z a c i ó n podr ía ser mas e fec t i va . Puede d e c i r s e que han sj_ 
do lo que la década de los 60 para elementos f i n i t os : la p r e p a r a c i ó n in i c ia l para el = 
d e s a r r o l l o espec tacu la r hoy a lcanzado. De hecho, el método de los elementos f in í -
tos es capaz de abo rda r ef icazmente los grandes re tos que plantea el cá lcu lo es t ruc 
tu ra l en la ac tua l idad , m ien t ras que los elementos de con to rno no han alcanzado aún 
dicho es tad io . 
Esta Tes i s pre tende es tab lecer el camino de f i n i t i vo para la reso luc ión -
de este t ipo de prob lemas en el caso e lás t i co t r i d i m e n s i o n a l . 
Pa ra e l l o , se ha d e s a r r o l l a d o la fo rmu lac ión per t inen te tanto en su fase, 
puramente matemát ica, como numér ica para medios t r i d imens iona les he te rogéneos , -
así como un p rograma de grandes pos ib i l i dades que permi ten a tacar cua lqu ie r caso= 
prác t icamente s in l im i tac iones de tamaño,geometr ía ó condic iones de contorno en el 
marco de la E las t i c i dad T r i d i m e n s i o n a l . 
El t r aba jo se compone de dos pa r tes c la ramente d i f e renc iadas , el estu -
d io y p lanteamiento del método, así como la desc r i pc i ón de las so luc iones adopta -
das para la reso luc ión de los múl t ip les prob lemas numér icos que plantea no solo el 
método en s í , s ino la implementación de un p rograma de ta les c a r a c t e r í s t i c a s , y de 
un anexo que comprende la desc r i pc i ón deta l lada de cada uno de los apar tados que = 
componen el p r o g r a m a . 
Po r ú l t imo y para le lamente se ha anal izado también el caso ax i s imé t r i co , 
problema t r id imens iona l con c a r a c t e r í s t i c a s muy espec i f i cas , d e s a r r o l landose su -
fo rmu lac ión e implerrentando asimismo un programa que demuestra la exac t i tud de -
d icha f o rmu lac i ón . 
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J ' . - C O N C E P T O S B A S I C O S 
Con este capí tu lo se pretende es tab lecer el lenguaje que se u t i l i z a r á en los -
capí tu los p o s t e r i o r e s así como los prob lemas que deberán r e s o l v e r s e en e l l o s . En un= 
p r i m e r apar tado se recop i l an los p r i n c i p i o s energé t i cos que s i r v e n de base en la t e o -
r ía l ineal de la e las t i c idad para los p lanteamientos numér i cos , m ien t ras que en el s e -
gundo se recue rda la ex is tenc ia y un ic idad de la so luc ión a t r avés del teorema de -
LAX - MILGRAM asi como la equ iva lenc ia con la min imizac ión de un func iona l . 
t i t e r c e r apar tado recuerda los conceptos c l ás i cos de la aprox imac ión numé-
r i ca concent rándose en el método de G A L E R K I N que es el que in forma la f i l oso f ía bá -
s ica del método de los elementos f i n i t os y de los elementos de con to rno cuyo d e s a r r o -
l io fo rmal se presenta en los dos apar tados s igu ien tes . 
El paso bás ico del método de los elementos de con to rnoy el cá lcu lo de la so -
luc ión fundamenta l , se d e s a r r o l l a a cont inuac ión Royándose en la teor ía de d is t r ibuc io_ 
nes así como el res to de la fo rmu lac ión p e r t i n e n t e . 
I .1 . - P R I N C I P I O S VAR 1 AC 1 ONALES 
Como es bien sabido la mayor ía de los métodos opera t i vos en e las t i c idad se a r 
t i cu lan a l rededor del es tab lec imiento de las cond ic iones de e q u i l i b r i o ó compat ib i l idad= 
mediante una re lac ión conocida como " p r i n c i p i o de los t raba jos v i r t u a l e s " . 
A p a r t i r d e un sistema en e q u i l i b r i o de tensiones cr , y f ue rzas por unidad -
v ~ 
de volumen X y tensiones en el con to rno T que cumplen 
a , + X = 0 ¡ j J" • 
v 1 .1 .1 
a v = T 
<J J < 
y mediante o t ro sistema compat ib le de deformac iones e congruente con movimientos^ 
% 
u , de modo que 
* * -k 
2 e . . = u . , . + u . , . 1 . 1 . 2 
U i J J i 
Se es tab lece , ^obre un dominio fi con con to rno 6 fi , 
- P r i n c i p i o de los t raba jos v i r t u a l e s -
' * 
c e 
¡ j lU 
X. f 
í 
sistema en e q u i l i b r i o 
sistema compat ib le 
1 . 1 . 3 
a fi 6 n 
A la exp res ión 1 . 1 . 3 se puede I legar mul t ip l ¡cando la p r ime ra ecuación de la 
* expres ión 1 .1 .1 por u. e in tegrando por pa r t es p a r a , f inalmente ap l i ca r la segunda -
ecuación de la expres ión I . 1 ; 1 y la de f i n i c ión de la exp res ión 1 . 1 . 2 . 
1.1 
La expres ión 1 . 1 . 3 es pues una tauto logía en el sent ido de que presenta exac -
tamente la misma in fo rmac ión que la exp res ión 1 .1 .1 y 1 . 1 . 2 , pe ro su c a r a c t e r inte -
g ra l la hace muy indicada para p lanteamientos g lobales y , en p a r t i c u l a r , para métodos 
numér icos como más adelante se v e r á . 
En l i b ros j de texto la ecuación I .1 .3 se suele r e p r e s e n t a r espec ia l izándo la en 
los l lamados p r i nc ? p io de los desplazamientos v i r t u a l e s y p r i n c i p i o de las tensiones -
v i r t u a l e s . 
Pa ra el p r i m e r o se supone que la so luc ión en movimientos es u con lo que la= 
1 x x . 
expres ión an te r io rmente mencionada será c i e r t a si se sus t i tuye u" por u y e por la 
cor respond ien te e. Se imagina ahora un campo (u + 6 u; e +6 e ) que sea compat ib le 
con las condic iones de con to rno ( lo que supone una r e s t r i c c i ó n ) y al ap l i ca r la ecua -
c ión I .1 .3 de nuevo y r e s t a r de la exp res ión p rev ia se obt iene 
- P r i n c i p i o de los desplazamientos v i r t u a l e s -
a 6 e 
i j ¡ j 
X 6 u + 
i i 
v 
T 5 u. 
i i 
1 . 1 . 4 
6 fi 
Observese que la in tegra l de con to rno se r e f i e r e solamente a la zona en que -
no se conocen los movimientos, pues en el res to 6 u = 0 . 
Po r un proced imien to r e c í p r o c o se puede obtener el p r i n c i p i o de las tensiones 
v 
v i r t u a l e s establec iendo la ecuación I . 1 .3 en dos estados: el rea l ( o ; X ; T ; u;e ) y _ _ _ _ _ v 
o t ro va r i ado en el que se sus t i tuye a por o t r o campo a + 6 a en e q u i l i b r i o con X y T . -
Restando ambas expres iones se consigue 
- P r i n c i p i o de las tensiones v i r t u a l e s -
1.1 
e . . 6 a . . 
U 'J 
v . 5 a . . v . 
i IJ J 
1 . 1 . 5 
6 fi 
Observese que la in tegra l de con to rno se r e f i e r e ahora a la zona en que se -
encuentran espec i f icados los mov imientos . 
Los p r i n c i p i o s a n t e r i o r e s no expresan mas que las condic iones de e q u i l i b r i o -
y compat ib i l idad s in re fe renc ia a ninguna ley de comportamiento espec í f i ca . O t ra s e r i e 
de p r i n c i p i o s del mayor i n te rés se obt iene cuando se hace la h ipó tes is l ineal 
° i j ~ ¡ j 'kl e k l 
1.1.6 
donde, en gene ra l , las C , . son func iones acotadas de x £ fi , generalmente cons tan -
i j k l 
tes (cuerpo homogéno) o constantes por t r ozos (cuerpo heterogéneo) «Extendiendo la s i -
tuación del caso isó t ropo se supone que la forma cuadrá t i ca co r respond ien te a la expre 
sión I . 1 .6 es def in ida pos i t i va , esto es , ex is te C > 0 tal que o 
2 W ( e) = C , <= . . e . . = C e •• e 
i j k l IJ kl o IJ IJ 
Ve .. 
U 
I .1 .7 
V X É 
/v 
La v a r i a c i ó n de la exp res ión I .1 .7 es la der i vada de G A T E A U X 
6 W [ e (u) ]= W [e (u + t 6 u) 
dt 
= C .. , e . . (u)e ( 6 u) 
i j k l kl - IJ 
t=0 
6 W = C.. . , e , , 6 e = o 6e 
i j k l kl IJ i j i j I .1 .8 
por lo que el p r i n c i p i o de la e x p r e s i ó n I .1 .4 se esc r i be 
1.1 
6< W - X u -
v 
T u V = 0 
L fi 6 a 
Se def ine ahora la energía potencia l como 




con lo que la exp res ión 1 . 1 . 9 ind ica 
1 . 1 . 9 
1 . 1 . 1 0 
6 0 = 0 1.1 .11 
es dec i r el funcional 0 (u ) pasa por un puntó es tac iona r i o cuando u es la so luc ión del 
problema 
Que este punto es un mínimo se descubre ca lcu lando 
0 (u +6 u) - 0 (u) = i C 6 e S e , , 
i j k l i j kl 
y apl icando la cond ic ion de la exp res ión 1 . 1 . 7 
C .. . ó e.. 6 e, , > ^ C 
i j k l IJ kl ~ < 
fi e . . <5 e.. 
U U 
_ 0 
As i pues: 
- P r i n c i p i o de la energía potenc ia l mínima -
La s o l u c i ó n u del problema e lás t i co hace mínimo al funcional 






i . 1 . 1 2 
6 (2 
en el conjunto de los campos de movimientos geométr icamente admis ib les . 
Este p r i n c i p i o de mínimo puede t r a n s f o r m a r s e ahora en un p r i n c i p i o de máximo 
siguiendo el método de F R I E D R I C H S (1929) y , de camino, s i r v e para obtener los l ia -
mados p r i n c i p i o s h íb r i dos de W A S H I Z U ó R E I S S N E R . 
S i imaginamos la ecuación 1 . 1 . 2 como una reí ac ión a cumpl i r, ya e y u inde -
pendizados,a efectos de una pos ib le v a r i a c i ó n , el func ional (expres ión I .1 .12 ) , pasa -
r ía a depender de e y de un mu l t i p l i cado r de Lagrange X a d e t e r m i n a r . Lo mismo po -
d r ía pensarse de la cond ic ión de compat ib i l i dad en la zona de con to rno con movirr.ien -
tos p r e s c r i t o s 
u = y en 6 fi 
i i u 
1 .1 .13 
Sigu iendo a F R I E D R I C H S podr ía e s c r i b i r s e el funcional 
H ( u , e , X, y ) = 
i j k l r 1 / \ i 
e . . e . . + X . . l 2 ( u . , . + u .) - e . . J 
2 U k l U ' J J i iJ 
F u -
i i 
T u + 
i i 
6 fi 
v . (y. - u.) i i i 
6 ft 
u 
1 .1 .14 
S i buscamos el v a l o r e s t a c i o n a r i o de H respec to a u , e , X y y se obt iene 
6 H = (C e - X ) S e -
i j k l k l i j i j 
X 5 u , + 
i j i j 
S X. . U (u . , . + u . , . ) - e . J-
IJ ' J J i U 
F 6 u -
i i 
T 5 u. -
i i 
y . Su + 
i i 
5 fi 
y como X 6 u , 
i j i j ( X . . S u ) , . -U i J 
5 fi 
u 
X , 5 u = 
¡ j J ¡ 
5 y (y - u ) 
i i i 
S SI 
1 . 1 . 1 5 
6 u X v -
i ¡J J 
X , 6 u 
IJ j ¡ 
6 ft + 6 fi 
t u 
6 H = 
i j k l k l IJ IJ 
( X , + F ) Su + 
i j j i i l i (u . , . + u . , . ) - e . J s \ m + i J J i >J. 'J 
( X v . - T ) 6 u + 
i j J i i 
(X v - y ) S u 4 
¡ j J ¡ ¡ 
(y . - u ) Su 
i i i 
6 n 6 Q 6 fí 
1 . 1 . 1 6 
con lo que las cond ic iones de e s t a c i o n a r i d a d , son además de las e x p r e s i o n e s 1 . 1 . 1 2 y 
1 . 1 . 1 3 
X . = C . , c, , en ft 
i j i j k l k l 
1 . 1 . 1 7 
X + F . = 0 en n 
U J ' 
v 
X v = T ¡ j j 
y = X v 
i ¡ j J' 
e n f i ñ 
en 6 ñ 
1 .1 .17 
que produce la iden t i f i cac ión inmediata 
X = o 
¡ j U" 
v 
P = T . 
i i 
1 .1 .18 
en fi 
Haciendo las sus t i tuc iones pe r t i nen tes en la exp res ión 1 .1 .14 se obt iene el -
funcional de HU - HA I - CHANG (1955) y W A S H I Z U (1955). . 
J ( u , e , q ) = i C 1 1 e . . e - a . . e . . + £ a (u . , + u , ) - F u 
i j k l IJ kl U U U I J J i I i 
T . u + 
i i 
6 fi 
v . v . (y. - u.) 
¡J J i i 
6 Ü 
1 .1 .19 
t u 
De este func iona l , de enorme gene ra l i dad , se pueden ob tener , al exp resa r su 
va r i ac i ón p r i m e r o , todas las cond ic iones sobre u , e , t , cond ic iones de contorno e tc , 
(.oasta deshacer el p roceso de cons t r ucc i ón ) . 
En el caso de la e las t i c idad l ineal 
1.1 
o = C e 
i j i j k l kl 
£ i j = 3 i j k l ° kl 
1.1.20 
que al ser sus t i tu idas en la exp res ión 1 . 1 . 1 9 conducen al func ional de RE I SSNER 
HELL INGER (1950 - 1914): 
R (u , a ) = - i a.., , o . . a + i 
i j k l u kl 
a . . (u . , . + u .) -








o v . (y. - u ) 
U J i i 
1.1.21 
El punto c r í t i c o de este funcional no es un ex t remo sino un puer to como puede 
demos t ra rse . (Nefas - H laváEek, 1981). 
El p r i n c i p i o de máximo co r respond ien te al mínimo de la energía potencia l s e -
obt iene i nv i r t i endo la p r i m e r a de la exp res ión 1 .1 .17 como 
£ i j " 3 ¡ j k l X k l 
I . 1 . 2 2 
donde la forma cuadrá t i ca co r respond ien te a las a . , t iene evidentemente las mismas= 
i j k l 
propiedades que las de las C , 
i j k l 
Como, además una in teg rac ión por pa r tes conduce a 
X.. (u . , + u . , . ) =' -
i j i J J i ^ . u + |J j ' 
X v u 
¡ j J ¡ 
1 .1 .23 
6 fi 
» 
la sus t i tuc ión de las expres iones I . 1 .22 y I . 1 .23 asi como las I . 1 .17 en la ecuación 
1 .1 .14 conduce a t r a n s f o r m a r el func ional H ( e , u , * , V- ) en 
S (o ) = 2 ° V i + i j k l IJ kl 
u a . v . 
¡ IJ J 
1 .1 .24 
6 a 
Que el punto c r í t i c o es un máximo se desprende de la cons t rucc ión heu r í s t i ca del fun -
c ional S ' C CJ) pe ro puede demos t ra rse en forma r i g u r o s a (Neg:as - H lavá£ek , 1981). 
P a r a obtener un mínimo basta d e f i n i r la energ ia complementar ia como 
S (o ) = - S (o ) I . 1 . 2 5 
y asi 
4- P r i n c i p i o de la energ ia complementar ia mínima -
La so luc ión o del problema e lás t i co hace mínimo al funcional 
S (o) = a o o 
i j k l i j kl U O . . V . I IJ J 
1 .1 .26 
6 (2 
en el conjunto de los campos de tens ión estát icamente admis ib les . 
1.1 
F ina lmente una re lac ión de r e c i p r o c i d a d in te resan t í s ima se obt iene tomando= 
dos (a , X , J , u , _f) y ( a * , X * , T * , i 
1 . 1 . 3 ent re los campos c ruzados . Se t iene asf 
X X 3K 
dos estad s T e  cr ,  ,  , u , e ) y establec iendo la exp res ión -
o e ¡ j ' j X u + i i 
V 
T u i i 
* 
6 8 
1 .1 .27 
* 
a e ¡ j ¡ j 
v * X u 
i i 
T* I . u. I I 
6 SI 
P e r o los p r i m e r o s miembros son ¡guales en func ión de las re lac iones de la -
expres ión I .1 .20 y po r tanto 
X. u. i i 
v * 
T . u. 





Si 5 SI SI 5 SI 
que es conocido como teorema de MAXWELL - B E T T I . 
I .2 
I . 2 . - S O L U C I O N E S D E B I L E S 
El cá l cu lo abs t rac to de va r i ac i ones en espacios de H i l b e r t permi te dotar a 
los resu l tados c lás i cos p r e v i o s de todo el r i g o r del ana l i s i s funcional moderno. El — 
espacio en el que se t raba ja está c a r a c t e r i z a d o por el hecho de que las de r i vadas -
p r ime ras de los movimientos u son de cuadrado i n teg rab le . 
Es t r i c tamente hablando e l l o so lo es c i e r t o para las deformaciones e , pe ro 
• j 
la desigualdad de KORN 
c . . ( u ) e . . (u) > c ' | | u | | ; . i j i j 11 ' 1 ,2 
1 .2 .1 
permi te t r a b a j a r con la norma engendrada por el p roduc to esca la r 
(u , y) = 2 
i=1 
a a 
2 D u. D v 
M Í 1 
l .2.2 
t íp ico del espacio de SOBOLEV-
W = [ W 1 , 2 ( n) ] 3 
es d e c i r 
I M I 1 > 2 = V 2 N 1 1 , 2 > 
¡=1 
donde 
U i II 1,2 W , 
Se-exige así que fi sea un dor r in io con con to rno de L I P S C H I T Z y , en el caso 
i só t r opo , que los coe f i c ien tes de LAME X , y sean func iones medibles y acotadas 
X , y C L (A) 
00 
El con to rno se def ine como 
6 fi= 5 fi U R 
a u 
donde R es de medida nula y tanto 6 n como 6 fi son ó bien ab ie r tos en 6 fi ó b ien va-
a u 
c íos (según se t r a te del problema e l á s t i c o , p r i m e r o , segundo ó mix to ) . 
Se def ine el conjunto K como 
K = J Y € C 1 ( fi) | sop f c f i U 6 fi^j 1 . 2 . 5 
1 2 3 
Tomando el c i e r r e de K en la topología de W ' ( fl) y esc ib iendo V = [ K ] 
se t iene 
V « W 1.2.6 
donde 
« O = K ' 2 ( n ) ] 3 1 . 2 . 7 
y W 1 , 2 es 
o 
W 1 , 2 (A) = ID (N) 
o 1.2.8 
I .2 
siendo ID el espacio de las func iones con sopor te compacto. 
E l espacio V es un espacio de H I L B E R T al igual que el W y es l lamado el es-
pacio de las funciones de ensayo. 
Supongamos que las fue rzas por unidad de volumen son X [ L ( f i ) ] y las 
v ^ ~ ~ 
tensiones en el con torno T [ L ( ó f i ) ] así como que ex is te una func ión u £ W 
i 2 o - o 
que determina los movimientos en 5 fi en el sent ido de su t r a z a . 
u 
Con estas condic iones se establece la s igu iente de f in i c ión : 
La func ión u W es una so luc ión débi l del p rograma e lás t i co si u - u € V 
- - - o 
X V u v v + 2 Y e . . (u) e . . (v) = - - i j - i j -
& 
X v + i i 
' n 
T V . v G V i i 1.2 .9 
6 ft 
Como se ve basta hacer 6 u = v £ V para obse rva r que el p r i n c i p i o de los -
trabaj 'os v i r t u a l e s es un ejemplo de p lanteamiento de la so luc ión d é b i l . 
P o r o t r o lado puede demos t ra rse que todo funcional 
<2 : H IR 
(donde H es un espacio de H i l b e r t ) , c o e r c i t i v o y débi lmente semicont inuo i n f e r i o r -
mente alcanza su mínimo en H . Es tas prop iedades son fác i l es de demos t ra r para la 
energ ia po tenc ia l . 
0 (u) = [ i X 6 (u) + vi e . . (u) e . . (u) ] -




T. u i i 
1.2.10 
pe ro la der ivada de G A T E A U X de 0 se anula cuando se cumple !a ecuación I .2.10.Así 
pues el mínimo es una so luc ión d é b i l . La r e c í p r o c a se demuestra a t r avés del t e o r e -
ma de LAX - MILGRAM que establece la un ic idad de la so luc ión d é b i l . 
- Teorema de LAX - MILGRAM -
3 v 3 
Sea u £ W, X e [ L_ ( fi ) ' ] , T 6 [ L . ( ó f í ) ] y ¿ 0 . S i ex is te -
-O - ¿ - ¿ o u 
jip > 0 tal que (y (x) > y )y(x (x) > 0 ) V x e fi ex is te una y solo una so luc ión 
o - = O - = -
débi l del problema e lás t i co y 
l l ü l l w = c ( | | u o | | w + II X« L ( 0 ) ] 3 - I J O 3 , I.2..V1 
2 2 a 
(Si 6 ti= <5 fi el ú l t imo té rmino de la derecha desaparece) 
u 
En efecto sí u es la so luc ión débi l y ü resu l ta de m in im iza r 0 , c o m o es dé -
b i l , por un ic idad debe c o i n c i d i r con aque l l a . 
Vemos pues que la so luc ión del prob lema puede p lan tearse de ambas f o r m a s . 
La conexión con la energía complementar ia se puede l o g r a r de la s igu iente -
fo rma , se def ine el espacio H de los tensores s i m é t r i c o s 
H = f a £ [ L ( f i ) ] 9 / a . . = a.. 1 1.2.ÍJ2 
l 2 i j JI J 
y se in t roduce la forma b i l ínea l 
í " 2)) -\ a t a ) -
] ) 2 ) 1 2 . 3 a. , a . . a . . l . z . 
i j k l U IJ 
I .2 
Envír tüd de las prop iedades de los coe f i c ien tes a , , y de la compl i tud de -
9 , U k l 
[l~2 (ñ) ] > el espacio H con la norma \J(o, o) es completo y por tanto espacio de -
H i l b e r t con el p roducto de la exp res ión I . 1 .41 . 
Se def inen igualmente el espacio de los tensores compat ib les 
H. = { a 6 H / 3 v € V : o . . = C. e (v ) , V ¡ , j } L - - IJ i j k l kl - J 1 . 2 .14 
y el espacio de los tensores débi lmente au toequ i l i b rados 
H = | a e H / e . . (v) = 0 \/ v € v } ¡ i i i — — j •J U I . 2 . 1 5 
H . 
Evidentemente H^ es el complemento or togonal de H^ y éste es subespacio de 
Se l lama igualmente conjunto de campos de tens iones estát icamente admis ib les 
H / O e (v) = i j i j -
X v + 
i i 
v 
T. v. \f v £ V 
i i I.2.16 
6 0, 
Con estas de f in ic iones es fác i l p r o b a r el teorema de la energía complementa-
r i a mínima, también l lamado a veces , teorema de CAST' | G L I A N O - M E N A B R E A . 
Supongamos para e l lo que se cumplen las cond ic iones del teorema de LAX -
MILGRAM, con lo que la ex is tenc ia y un ic idad de la so luc ión u queda ga ran t i zada . 
I .2 
- E l func iona l energ ía comp lemen ta r i a -
S ( o) = i a a o 
¡ j k l i j k l 
° a . . (u ) 
¡J iJ - o 
1 . 2 . 1 7 
toma su mínimo en £ tan so lo cuando o es el t enso r de componentes 
o . . ' ( u ) = C. . . . e, . (u) 
IJ - i j k l k l -
l.2.18 
Su d e m o s t r a c i ó n se r e a l i z a mediante el método de las p r o y e c c i o n e s o r t o g o n a -
les 
H. 
o - o (u) 
Sea w = u — u , w £ V 
- - - o -
o (u) = a (u ) + o (w) 
- - o -
I .2 .1 '9 
P o r c o n s t r u c c i ó n o (w) £ H^ . La d e f i n i c i ó n de s o l u c i ó n déb i l imp l i ca ° I . 
Supongamos un a £ Z a r b i t r a r i o . Ev iden temente a - a (u) está en H^ pues se t r a t a de un 
campo en e q u i l i b r i o déb i l con c e r o c a r g a s e x t e r i o r e s . P o r tanto s i l lamamos 
J (a) = || a - a ( u ) 
- - - - o 
H 





J ( c M a - a (u) || + || a (w) || 
H H 
1.2.21 
de modo que el mínimo solo se a lcanza cuando 
o = a (u) 
P e r o 
J (a ) = [ ( a | r +1 P (u ) || 2 - 2 ( a , a(u ) ) 
- » - » H « " " O " h - - o 
l .2.22 
luego 
J ( _ a ) - || _a (u o ) || 
H 
que demuestra el teorema. 
a a . , a - 2 
i j k l IJ kl 
ü . . e . . (u ) = 2 S ( a) 
U U o 
1 .2 .23 
be plantee pues en movimientos o en tensiones la so luc ión del problema e l á s -
t ico puede es tab lecerse como la búsqueda del mínimo de un funcional y e l l o exp l ica la= 
impor tanc ia que los l lamados métodos v a r i a c i o n a l e s d i r e c t o s , nombre que según -
M I K H L I N se debe a S C B O L E V , t ienen en la reso luc ión numér ica de prob lemas c o n c r e -
tos . 
1 . 3 . - SOLUCION N U M E R I C A DEL PROBLEMA E L A S T I C O 
En forma s imból ica ( G A V U R I N , 1973) los métodos numér icos sus t i tuyen la -
so luc ión del problema 
A 
X — ^ Y A u = f 1 .3 .1 
A ^ _ 
u f 
po r o t ro 
\ u h = f h A K 3 - 2 \ 
\ — Y h 
donde A, aprox ima A y . 
h A 
h ^ f 
U h " f h 
En general (TEMAM, 1973) ex is ten v a r i o s p roced imien tos para ap rox imar un= 
espacio normado X mediante una fami l i a <X ? de espacios normados, en gene-
1 J h e H 
ra l d i fe ren tes del a n t e r i o r . 
A saber : 
a) Se puede comparar u con la imagen p u de u en X , s iendo p un opera -
h h h h 
do r que ap l ica X en X . 
h 
b) Se compara la imagen n (u)de u en un t e r c e r espacio F con la imagen p u 
h h 
de u, en F , s iendo n y P, las respec t i vas ap l i cac iones de X y X en F . 
h h h 
c) Se compara u^ con una c i e r t a imagen r ^ u de u en X^ siendo v^ un opera -
dor que ap l ica X en X, . h 
I .3 
El caso a) rec ibe el nombre de aprox imac ión i n t e rna , y el b) de aprox imac ión 
ex te rna . E l caso c) solo r e v i s t e ín te res a u x i l i a r . 
En los casos de aprox imac ión in te rna la t r i ada X, , P , r > está formada -
h h h J 
por un espacio normado X, , genera lmente de d imensión f in i ta y dos operadores -h 
l inea les cont inuos: p que generalmente es invec t i vo y r que es sob reyec t i vo ; el p r i -
h h 
mero se l lama operador de p ro longac ión y el segundo de r e s t r i c c i ó n , s iendo obvias -
ambas ape lac iones. La ap l i cac ión p, ó r, de X en sí mismo se l lama t runcamien to . h n 
En consecuencia se def inen 
e r r o r u - p h u h 
e r r o r de d i s c r e t i z a c i ó n u h " r h V h 
e r r o r de t runcamiento 
© © 
u - p h r h u 
n © 
p h \ * 
© 
© 
A P R O X I M A C I O N I N T E R N A 
F i g . I . 2 . 1 
A P R O X I M A C I O N E X T E R N A 
En forma análoga ( F i g . I . 3 . 1 ) pa ra una aprox imac ión ex terna se def inen 
e r r o r 'II n " - P h II F 
e r r o r de d i s c r e t i z a c i ó n 
e r r o r de t runcamiento 
u, - v u .. 
h h 11 h 
: 11 n u - p, r, || h h 11 F 
Los métodos más in te resan tes para espacios separab les son los de G A L E R K I N 
que se c a r a c t e r i z a n por es ta r h £ TN y se r p^ la inyscción canónica de X^ en X y r^ -
la p royecc ión or togonal de X en X, (sobreyec t i va ) pudiendo demos t ra rse ¡a es tab i l i dad 
h 
y convergenc ia . 
Cuando se t r a ta de espacios normados en general el método de G A L E R K I N se 
puede gene ra l i za r tomando n £ " Í N y una secuencia X con unión dansa en X tal que 
n 
Si u £ X no 
r u = 0 n 
. W-> u = ú •n 
si n < n 
= o 
si n > n 
= o 
1 . 3 . 3 
puesto que, c laramente 




6 U ( X n ) 
n feTN 
El operador r solo esta de f in ido en K = U ( x ) 
n , n 
n € TN 
pero como K es denso en X es pos ib le consegu i r la s i tuac ión de convergenc ia y estabi-
l idad. . 
En el caso de los espacio X separab les se toman como subespacios X los qe 
h 
rvérados por secuencias Y , ¥ . . . . * con lo que 1 2 h 
h ! h h 
u, = Í ; a . f , a . £ IR 1 . 3 . 4 
h 1 i j h j 
S i A en la exp res ión I . 3 . 2 es la r e s t r i c c i ó n de A en X, , la p royecc ión se -
h h 
r ía 
(A u . v) = (f , v) \ / v £ X u 1 .3 .5 h h h h 
donde(. , . ) es el p roducto esca la r de f in ido en X . 
h 
Evidentemente la exp res ión 1 . 3 . 5 es equiva lente a 
(A u , y .) = [f, , V.) t = 1 , 2 , h . _ _ 
h h i h i 1 .3 .6 
o lo que es igual siendo A, l i nea l , al s is tema 
h 
h 
J a . (A T . ) = (f , Y ) ¡ = 1 , 2 h 1 .3 .7 
1 J h h I h I 
La equiva lenc ia de la exp res ión I . 3 . 5 con la fo rmu lac ión débi l es evidente 
pero también es pos ib le una i n t e r p r e t a c i ó n de R I T Z , como min imizac ión de un func io 
na l . 
Si el funcional cont inuo 0 a lcanza su mínimo pn un punto u de un espacio de -
HÜbe r t . se l lama secuencia minirf i izante a u si u H ' n y si n n 
m=1 
lím 0 (u ) = 0 (u) 1 .3 .8 
n 
n — o o 
, E l método de R I T Z impl ica la cons t rucc ión de una secuencia en forma análo -
ga a la de GALERK IN esto es, se fo rman los subespacios X C. X (h = 1 , 2 , . . . ) de mo-
lí 
do que 
l im X, = X = > V u £ X l im d is t (u, X, ) = O . . _ 
h , h 1 .3 .9 
h—* 30 
Como elementos de la secuencia min imizante se toman los u G X, ta les que 
h h 
0 ( u ) = min 0 (u) 
h 1 .3 .10 
u € X 
h 
Que ( u, f es una secuencia min imizante está c l a r o . 
1 h J h = i 
S¡ u es el elemento que hace mínimas a 0 en X , como consecuencia de la ex 
p res ión 1 . 3 . 9 ex is te v, £ X, , v, »- v . P o r cont inu idad 
h h h 
0 (v )-*- 0 (u) 1.3.11 
h 
y po r la cond ic ión I . 3 . 1 0 
0 (v. ) > 0 (u. ) > 0 (u) n = n = I . ó . 1 z 
por lo que 0 (u, ) — £ > (u) 
h 
En el caso de la energ ia po tenc ia l en el p rob lema e lás t i co la cond i c i ón 
conduce al mismo s is tema G A L E R K I N (basta s u s t i t u i r la cond ic ión A (u , v , ) = 
h n 
(f, V ) V v £ X en la e x p r e s i ó n mínimo 0 = j (A (u ; u, ) - ( f , u, ) ), 
h h h h h h 
- E l método de los e lementos f i n i t o s -
Es exactamente un método de R I T Z - G A L E R K I N en el que 
N h 
X = í v / v = Z a V . , P e & , a rea l [ 
h { ' J J J j J 
j=1 
Í V e a s e q u e X, C W 1 , 2 ( t i ) ) ' k r\ ' 
1 - 3 . 1 3 
donde P son los v e r t i c e s de una t r i a n g u l a c i ó n del domin io y Y son func iones bás icas J j 
de pequeño sopo r te que en el caso de i n t e r p o l a c i ó n l inea l se def inen como. 
Y h (P. ) = « 
j h j h 1 .3 .14 
h h 
Debido a la s ime t r í a de la m a t r i z (A, ¥ , Y ) y al pequeño sopo r te de las -
h i j 
func iones , el t r a tam ien to numér i co del p rob lema resu l t an te es muy e f e c t i v o . 
1 . 4 . - FORMULACION M A T R I C I AL DE LOS METODOS DE ELEMENTOS F I N I T O S 
Ex is ten fundamentalmente t r e s pos ib i l i dades de acuerdo con el s igu iente es -
quema: 
a ) . - El mínimo de la energía potenc ia l conduce al método de los elementos -
f i n i t os en movimientos. 
b ) . - El mínimo de la energía complementar ía conduce al método de los eleme_n 
tos f i n i t os en tens iones . 
c ) . - El punto es tac iona r io del p r i n c i p i o de Re issne r conduce a los métodos -
h í b r i d o s . 
En el p r i m e r caso se esc r i be la r e l ac i ón I .1 .12como 
T 
Ó (u) = i e C e - U T X -I T T u T 1 .4 .1 
a Q 6 fl 
t 
o b ien , si 
e = D u 
0 (u) = i ( D T U T ) C D u - u T X - T T u T 
6 fl 
. 4 . 2 
El c a r á c t e r in tegra l de las re lac iones permi te s u s t i t u i r la exp res ión I . 4 . 5 
por re lac iones sobre dominios p a r c i a l e s o elementos y su p o s t e r i o r ad i c ión . 
Si se hace la h ipó tes is de i n te rpo lac ión 
u = N a 1 .4 .3 
donde N son las funciones bás icas de forma (o in te rpo lac ión) y a los pa rámet ros de 
la d i s c r e t i z a c i ó n 
0 (u) = ÍA T I ÍD N ) T C D N] A - AT 
T T 
N X - A 
T v N T 1 .4 .4 
6 a 
y por tanto el s istema de ecuaciones es 
3 0 = 0 = K A - F 
3 A 
K A = F . 4 . 5 
donde l lamamos 
K = 
F = 
(D N ) T C (D N) 
ma t r i z de r i g i d e z . 
N t X + 
1 .4 .6 
T v e c t o r de fue rzas nodales 
5 fi 
¿ t 
En el segundo caso la energía complementar ia exp res ión I .1 .26 se esc r i be 
S ( a ) ={ 
T 
o A o 
T 
u a v 1 .4 .7 
6 fí 
La h ipó tes is de d i s c r e t i z a c i ó n es 
1.4 
o = Z P 1 .4 .8 
donde P son fuerzas nodales de las que están exc lu idas las reacc iones asociadas con un 
sistema de apoyo i sos tá t i co . 
Además 
v = L P ,4 .9 
que en general es d i f í c i l de ob tene r . 
Con estas h ipó tes is 
S (a) = i P T [ 
T 
Z A Z ] P - P 
T 
L T u 
6 ft 
,4 .10 
con lo que, al d e r i v a r , se obt iene el s is tema de ecuaciones 
o = [ 
3 P 
Z T A Z ] P L x U 
6 n 
o b ien 
IF . P = 2L 1.4.11 
donde se ha l lamado 
IF = Z T A Z ma t r i z de f l e x i b i l i d a d 1 .4 .12 
ZL = L T U vec to r de movimientos nodales ,4 .12 
6 Si 
En el t e r c e r caso el p r i n c i p i o de Re issne r se esc r i be 
R ( u , 0 ) = 
T ^ , 
a D u - i 






tT T u + 
6 Q 




en el que ¡as v a r i a b l e s bás icas son u y Su d i s c r e t i z a c i ó n impl ica dos h ipó tes is 
= Z P 
u = N A 
donde P y A son los parámet ros de d i s c r e t i z a c i ó n 
O t ra r e l a c i ó n a u x i l i a r es 
I - 4 . 1 4 
T = L P (T . = ° . v . ) 
- - i i J « 
. 4 . 1 5 
La i n t roducc ión de las expres iones I.4.14 y 1.4.15 en la expres ión 1.4.13 per-
mite e s c r i b i r » 
I . 4 
R (u , a ) = R ( A , P) = P T ( 
T T Z D N) A - i P ( Z T A Z) P -
4 a 
N T F) - ( 
T 
T _N) A + P ( L T y) - P ( 
5 8 
L T N) A 
5 a 
' : U 
1.4 .16 
o bien 




F, N + 
6 fi u 
V T T 
T N] A + P ( 
Z T A Z 
<5 n 







Z T A Z 
T 






N T F + T
 V 
N T 
6 fi. » i 
• 6 fi 
1.4 .18 
y e s c r i b i e n d o la v a r i a c i ó n respec to a A y P 
0 = P T S ] , 0 u + 8 P T fl, n A - P T fi,16P-FT 6 A + 6 P T A 
- 1 2 - - - 1 2 - - - 1 1 - - e q - - - e q 
o b i e n 
T T 
P 12 - F = 0 
- - 12 - e q 
T m - T 
fi10 A - f i P + A = 0 p e r o n = o - 1 2 - - 1 1 - ~ eq - 1 1 - 1 1 
1 . 4 . 1 9 
es d e c i r 
- n - n 
T 
- 1 2 
n 




L - e q 
1 . 4 . 2 0 
De la p r i m e r a ecuac ión se obt iene 
p - n _ 1 2 i + i e q 
y de la segunda 
T - 1 T - 1 
F = f i fi ü A + Ü , , A 
- e q - 1 2 - 1 1 - 1 2 - - 1 2 - 1 1 - e q 
o b ien 
con 
K A = Q i .4 .21 
J .4 .22 
- K = -12 2 n ? i2 
T - 1 
Q = F - n 1 0 A 
- - eq - 1 2 -11 - e q 
en el que Ason las incógn i tas , Q es conoc ido y K t iene el s ign i f i cado de una ma t r i z de 
r ig idez que puede i n c o r p o r a r s e a los t ra tamien tos c l á s i c o s . 
En el p r i m e r caso se obt iene mayor p r e c i s i ó n en las u , en el segundo en las= 
a y en el t e r c e r o se presenta como una so luc ión de compromiso . Su impor tanc ia es -
grande s in embargo y , como veremos en el s igu iente apar tado forma la base del método 
de los elementos de con to rno . 
I . 5 . - EL METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO 
Como es bien sabido en teo r ía del po tenc ia l ,deb ido al p r i n c i p i o de máximo, -
cua lqu ie r func ión armónica u (x) que es aprox imada uni formemente en el contorno 6 ñ de 
un dominio por un po l inomio armón ico ¥ (x) también es aproximada por Y (x) en el -
i n t e r i o r de . Dado pues f (x) en el con to rno <5 Q cabe pensar en la secuencia Y (x) — h — 
que c o n v e r j a a f (x) en <S fi aprox ima la so luc ión del problema en fi para condic iones -
de con to rno dadas. BERGMAN y H E R R I O T (Numer , Math. 7 (1965) pp 42-65) desc r i -
ben el método como s igue: 
a ) . - Generac ión de un conjunto completo ^ , , .fi = 1 , 2 , . de so luc iones p a r t i -h 
cu la res de la ecuación d i f e r e n c i a l . 
b) . -Generac ión a p a r t i r de las ^ de un s istema or tonorma l <t> . h h 
c ) . - De te rminac ión de una so luc ión de la forma a, & . . Ideas de este t ipo= h—Y h 
fueron genera l i zadas por K U P R A D Z E ( 80 ) R I Z Z O (108 ) JASWON ( 70 ) , LACHATy 
WATSON ( 8 3 ) a la luz de los métodos de d i s c r e t i z a c i ó n expuestos para el método de 
los elementos f i n i t os en el apar tado a n t e r i o r . 
La re l ac i ón de pa r t i da es el teorema de r e c i p r o c i d a d expres ión ( 1 .1 .2 .4 ) que= 
puede se r r e e s c r i t o en la forma 
T * 




X u + 
T 
Y * T u . 5 J 1 
ft 6 0, ft 6 íí 
S i se escoge como estado a u x i l i a r ( * ) el co r respond ien te a la ap l i cac ión de la 
ca rga unidad en el espacio i n f i n i t o la p r i m e r a in teg ra l de volumen del segundo miembro 
.5 
queda reducida a los va l o res u (p.) s iendo p £ fi el punto de ap l i cac ión de la ca rga 
unidad. El resu l tado es conocido como teorema de S O M I G L I A N A y establece una f ó r -
muía de rep resen tac ión para los mov imientos . 
u (p.) = -
T 
- r* T u + 
6 8 
* 
T u + 
6 ft 
T * 
X u p £ fi 1 .5 .2 
fi 
Un p roceso de paso al l im i te y la espec i f i cac ión de los v a l o r e s p r i n c i p a l e s de 
' l as in tegra les permi te e s c r i b i r 
C U (P.) = - 1 (P4 Q) _ 
' i 
5 a 
u (Q) + 
T * 
T (Q) ZL (P.Q) i 
6 a 
X T ( q ) ZL* (p \ ) 
i q 
1 .5 .3 
P. Q e 6 n i 
pi q e a n 
Observese que la ú l t ima in tegra l (sobre fi) no cont iene ninguna incógni ta del -
problema por lo que su v a l o r se puede c a l c u l a r . Es más, en el caso e lás t i co l ineal e -
i só t ropo , para las so l i c i t ac iones de volumen hab i tua les (peso p r o p i o , fue rza c e n t r í f u -
ga, tempera tu ra ) , esa in tegra l se puede t r a n s f o r m a r en o t r a s de con to rno . Está c l a r o 
pues que en la exp res ión I .5 .3 sólo aparecen incógni tas en el con torno del dominio -
por lo que se puede ap l i ca r la f i l oso f ía de BERGMAN y pensar en una aprox imac ión a= 
los va lo res de con to rno . E l l o se hace u t i l i zando la f i l oso f ía de los elementos f i n i t os -
v 
h íb r i dos , esto es aproximando tanto u como T y ambos con funciones de pequeño sopo_r 
te y <t> respec t i vamente . 
A l poner 
u (Q) = V T (Q) A 
T (Q) = 9 (Q) P 
1 .5 .4 
X T (q) u * (p, q) = F 
se obtiene 
c ..u (P ) + [ 
T 
( P . , Q ) Y ] A 
6 ti 
2L* (P Q) j ) T P + F 
6 ti . 5 . 5 
A cont iene v a l o r e s de u en- los puntos P , P , . . . . P en que se ha d i sc re -
- - 1 2 h 
t izado el contorno y por tanto la exp res ión l .5 .5 es un s is tema de ecuaciones 
A A = B P + F 
El p roced imien to de cá l cu lo de los elementos de A y B se espec i f i ca a lo l a r -
go del t r a b a j o . C onviene ind i ca r aquí que el p r e c i o pagado por la d i s c r e t i z a c i ó n de tan 
solo el con torno son ma t r i ces l lenas y no s imé t r i cas pues ¥ ^ ZL . La u t i l i dad del uso 
de las funciones de pequeño sopor te queda l imi tada en este caso a do ta r de s ign i f i cado= 
f í s i co a los coe f ic ien tes A pues al igual que en el caso de los elementos f i n i t os se cum 
pie la expres ión I .2.1 4 para el caso I i nea l , esto es , 
< P J = 6 J h jh 
Aunque en algunos casos (vg: elementos s ingu la res ¥ ^ 4> ) es costumbre tomar 
v 
y = "<J> lo que no impl ica nada respecto a la dependencia funcional de u y T ya que la= 
i n te rpo lac ión se rea l i za independientemente como co r responde al caso de elementos -
h í b r i d o s . 
Una vez conocidos los v a l o r e s de con to rno es evidente que una sus t i t uc ión en 
la ecuación I .5 .2 conduce a los v a l o r e s en los puntos i n t e r i o r e s que se desee. 
Los de ta l les técn icos se rán expuestos en de ta l le más adelante. 
. ,1 .6 ' . . - T R A N S F O R M A C I O N DE LA E C U A C I O N DE N A V I E R EN UNA E C U A C I O N -
INTEGRAL A T R A V E S DE LA T E O R I A DE D I S T R I B U C I O N E S 
Como se ha indicado en los apar tados a n t e r i o r e s , la base del método de los -
elementos de contorno se reduce a la t rans fo rmac ión de las ecuaciones d i f e renc ia -
les c l á s i c a s , que def inen el compor tamiento del só l i do , ya sea en rég imen e lás t i co -
ó e las top lás t i co , en ecuaciones i n teg ra les sobre el con to rno del domin io , ó en los -
casos más des favo rab les , a ecuaciones in teg ra les def in idas algunas de e l las en el -
con to rno , y el res to en todo el domin io . 
¡ 
Este t ra tam ien to , como se dedujo en I .2 
de las ecuaciones de campo según el sent ido de 
da en reso luc ión de ecuaciones d i f e r e n c i a l e s . 
Un planteamiento a l t e r n a t i v o , elegante y que desc r i be 
c iones in tegra les que se cons iguen, es mediante el uso de la 
de d i s t r i b u c i o n e s , que se d e s a r r o l l a r á a con t inuac ión . 
La ecuación de Nav ie r para el caso e l ás t i co , t iene la forma ya conocida 
X vx ( v .u) + G v.( v x u) + G V.(V x u ) T = - X en fi 1 .6 .1 
Esta expres ión puede también ponerse en forma de ecuación funcional como 
A u = - X en ^ 1 .6 .2 
donde u y X represen tan funciones t enso r i a l es de p r i m e r o rden co r respond ien tes a -
los movimientos y fue rzas de volumen en cada punto del domin io , y A es un func ionad 
s ign i f i ca realmente la r e s o l u c i ó n -
so luc ión d é b i l , ampliamente u t i l i z a -
muy bien el t ipo de ecua 
teor ía de convo luc ión -
t enso r ia l también, con t rava r i an te de segundo orden que podemos d e f i n i r como 
A = x v X ( v . ) + G V . ( v x ) + G V . ( V * ) T i 6 3 
siendo v x\ el operador grad iente y V. el operador d i v e r g e n c i a . 
i 
Además de la ecuac ión { .6 . 2 , es necesar io que se cumplan las cond ic io -
nes de contorno def in idas en la forma s igu iente : 
u = u en 6 n u J 
t = a . v = C e u = 1 en 6 fit 4 
í í¡ U { O = { !! 
u t 
donde C es el operador de Lamé que permi te pasar de movimientos a tensiones en 
e 
un punto del domin io , y v iene def in ido por la expres ión : 
C^ = xv • ( V- ) + G v. ( v x ) + G v . ( Vx ) T 1 .6 .5 
y 6 o, y 6 Sí s o n ' a s pa r tes del con to rno del dominio donde se def inen las cond í c i o -
u t 
nes de con to rno en movimientos y tens iones respec t i vamente . Natura lmente para que 
el problema esté bien p lanteado, según el sent ido f í s i co us.ual es p r e c i s o que se i m -
pongan condic iones de contorno,ya sean esenc ia les ó na tu ra l es , en todos los puntos= 
de és te , por lo que óft U = 5 í 2 . u t 
En el e x t e r i o r del dominio los movimientos y tensiones han de se r nu los , por= 
lo que en de f i n i t i va la so luc ión de movimientos será una func ión d iscont inua en S f t . -
Realmente si u es cont inua y de r i vab le en el i n t e r i o r de fi , como de hecho debe s e r -
l o , papa ga ran t i za r la compat ib i l i dad de mov imientos, la so luc ión que t ra tamos de -
buscar es la co r respond ien te a una d i s t r i b u c i ó n con sopor te en ft , que toma v a l o -
res iguales a u en el i n t e r i o r de Q y c e r o en el e x t e r i o r . Esta d i s t r i b u c i ó n es precj_ 
sámente (H ( ) u ) , donde H ( f i ) es la d i s t r i b u c i ó n de Heav is ide def in ida sobre el do 
min io , también denominada func ión c a r a c t e r í s t i c a del dominio n . 
i 
i 
Ap l i ca remos a cont inuac ión el operador A a la d i s t r i b u c i ó n a n t e r i o r , t en ien -
do en cuenta la expres ión de la de r i vada de una d i s t r i b u c i ó n def in ida en un dominio 
fí . 
m m m-1 m-2 , 0 (m-1) . _ _ 
3 f = D f + a (f) 6 + a 6 + + a 6 1 .6 .6 
0 1 m 
donde o , a . . . . a son las func iones sa l to en el con torno 5 fide la func ión f y -
i^I 1 
5 , 6 ' 6 son respect ivamente la d i s t r i b u c i ó n 6 de D i r ac en el contorno y -
sus suces ivas de r i vadas . 
Con esta exp res ión , y las de f in i c iones de d i s t r i b u c i ó n y de r i vada de una d i s -
t r i b u c i ó n , podemos c a l c u l a r el v a l o r de A (H ( fi) u) que buscamos. Rea l izaremos -
el c á l c u l o d e una der ivada segunda de esta d i s t r i b u c i ó n (que son las de orden más -
a l to en el operador A) y pos te r io rmen te genera l i za remos el resu l tado a los operado 
res grad iente y d i v e r g e n c i a , para t e rm ina r expresando el operador A . Pa ra e l lo . -
tomaremos el convenio de e n c e r r a r en t re cosrchetes las d i s t r i buc i ones y en t re l ia -
ves las func iones , que en nues t ro caso se rán funciones cont inuas con p r ime ra d e n 
vada cont inua en el i n t e r i o r de es d e c i r func iones C^ ( r¿ ) . 
La expres ión de la der ivada segunda de la d i s t r i b u c i ó n H ( fi) u respec to -
a la coordenada x puede c a l c u l a r s e mediante el concepto usual de der ivada de una 
m 
d i s t r i b u c i ó n , 
( [ 3 (H ( n ) u ) ] ; v). o f n x = - ( H ( ñ ) u , D v). 2 , * m L^ ( n ) m L ( ¡2) 
1 .6 .7 
donde v escuna func ión C^ ( fi), es d e c i r in f in i tamente d e r i v a b l e , con d e r i v a -
das de con to rno de todos los ordenes y sopor te compacto que cont iene a fi. 
La der ivada segunda de la d i s t r i buc ión t iene una forma idént ica 
( [ 3 2 ( H ( n ) u ) ] , v). 2 , , = ( - 1 ) 2 ( H ( f l ) u , D 2 v), 7 . , 
m L ( fl ) m L M n) 
donde ( , ) 2 , > es el p roduc to esca la r de funciones en el espacio de H i l b e r t de 
L ( n) 
las funciones de cuadrado i n teg rab le , con sopor te Q . 
Este ú l t imo va lo r puede c a l c u l a r s e a p a r t i r de la segunda fó rmu la de Green 
como sigue 
( H (n ) u , D v) 2 / \ m L (n ) 
, 
u - - d fi 
^ 2 
a D x 
m 
u d fl = 
n D x' 
D 2 U 
v d 9, + 
m a D x m 
(u 
Dv 
Dx 6 fi m 
D u ^ t ^ ) eos ( v , x ) ds 
r ^ m 
Dx 
m 
donde se han supuesto u y v funciones de v a r i a b l e r e a l , y eos ( v , x ) rep resen ta el m 




( t u 3 . M « ) ] , v) 2 
m i L { " ; 
se t iene en de f i n i t i va 
[ 3 ( H (A) u ) l = H (A) 
m 
Dv 
* o D x 6 » m 




- ( [ u a ( 6( M - [ - D - u — « ( fi))c.os(vx ) 
m ^ / m 
Dx m 
1.6.8 
que es idént ica a la expres ión 1.6 . 6 , teniendo en cuenta el va l o r de las funciones 
sa l to en este caso . 
U t i l i zando ahora esta exp res ión es pos ib le c a l c u l a r cada uno de los operad_o 
res u t i l i z a d o s , así 
[ * (H ( n) u) ] = H ( n) 
[ W ( H ( f i ) u) ] = H ( fi) 
| V . u 
Vx u 
- [ (V . u) 6( n) ] 
- [ ( vx u) 5( Si) ] 
1 .6 .9 
y las operac iones de segundo orden es fác i l comprobar que quedar ían 
Vx [ v. [ H ( fi) u ] ] = H ( f i ) vx ( v. u) - Vx [ ( v. u) s( f i ) ] -
- [ ( v. ( 7 . u)) 6 ( f i ) ] 
7 . [ v x [ H ( f i ) u ] ] = H ( f i ) v. ( Vx u) V . [ ( v x u) <S( fi) ] -
[( v . (Vx u)) 6( fi) ] 
V. [ v x [ ( H ( fi) u ) T ] ] = H ( f i ) v. (v x u) 
T 
- V. [ ( vx U ) T 6 ( f i ) ] -
- [ (v . (Vx u ) T <5 ( f i ) ] 
i . 6 . í 0 
donde 6 ( f i ) es la d i s t r i b u c i ó n de D i r ac en la s u p e r f i c i e 5 n . 
El hecho de u t i l i z a r v a l o r e s de u en el con to rno , supone que estamos bus -
cando funciones u en un espacio de Sobo lev , o mejor una d i s t r i b u c i ó n , como he 1 -
2 , N 
mos ind icado, y no simplemente una func ión L ( fi) ya que en este caso 6 fi no t ie -
ne sent ido pues es un conjunto de medida nula en IRn. Estamos pues en busca de -
la misma so luc ión débi l que buscamos en I . 2 . 
S i ahora in t roduc imos todos los resu l tados de 1.6 .10 en la ap l i cac ión 
del operador A a la d i s t r i b u c i ó n (H ( fi) u ) , quedará 
[A[ H ( f i ) u ] ] = [ H ( f i ) - A u ] - X [ V x t ( v . u)6 ( f i ) ] ] -
T 
- G [ V. [ ( v x u) 6 ( f i ) ] ] + G [ V, [ ( v x u) 6 ( f i ) ] ] -
1.6 
- X [ v ( V- u) 6 ( n) ] - G [ V . (v X u) 6 (n ) ] + 
T 
+ G [ V . ( v x u ) 6 ( f l ) ] 
1.6.11 
y agrupando té rm inos . 
[ A [ H ( i ) u ] ] = [ H ( f i ) A u ]-[t C [ u «( fi) 11 - [ ( C u) «(«) 1 
1.6.12 
Teniendo ahora en cuenta que 
a n t e r i o r se tendrá 
A u = - X , s i sus t i tu imos en la exp res ión 
[A [H ( f i ) u ] ] = - [ H ( f i ) X 1 ~ C [ u ] ] - [ (C u) « ( " ) ! 
1 .6 .13 
donde los operadores C y C se def inen como 
e e 
* C = XV x ( v . ) + G V . ( v x ) + G V . ( v x ) T 
C = Xv. ( V. ) + G v. ( V x ) + G v. ( V x ) 
T 1 .6 .14 
donde C es el operador adjunto del C , según la notac ión de Hó rmande r , y que 
e e 
evidentemente no es autoadjunto. 
La expres ión | . 6 ' * 1 3 rep resen ta pues la ecuación de Nav ie r para el caso 
1-6 
elás t ico en términos de d i s t r i buc iones . 
La soluc ión de esta ecuación d i fe renc ia l en d is t r i buc iones es posib le p lan -
tear la a t ravés de la teor ía de convo luc ión . Efect ivamente si dotamos al espacio -
D' de las d is t r ibuc iones de la operac ión "p roduc to de convo luc ión " def in ido como 
adquiere la categoría de un álgebra de convoluc ión Q ' , donde es posible p lantear -
ecuaciones de convoluc ión. 
.i 
Es bien conocido que en el caso de ex is t i ' rso luc ión fundamental de un ope -
rador d i f e r e n c i a l , E , def in ida esta como 
conf i la d i s t r i buc ión de D inac, la ecuación en d i s t r i buc iones Af = g t iene solución= 
ún ica, que viene def in ida por el producto de convoluc ión de la soluc ión fundamen-
tal por la ecuación d i f e r e n c i a l . 
En nuest ro caso, si E es la so luc ión fundamental buscada, la ecuación de 
convolución quedará def in ida en la forma 
(f * g , v)| 2 1 .6 .15 L (n) 
A E = 6 1.6.16 
E * A [H (n) u ] = - E * [ H (n) • X }] - E * 1 C [ u ó ( n) ] -
- E * [ (C u)6 (n) ] 1.6.17 
que const i tuye precisamente la ecuación que se iba buscando. 
1,6' 
Efec t i vamente , si E es la so luc ión fundamental , en un punto P 
E * A [H (n ) u ] = H ( f l ) u (P) L 6 . 1 8 
. cons t i tuye la so luc ión buscada. Esta so luc ión puede entenderse como la supe£ 
pos ic ión de t r es potenc ia les de convo luc ión , el potencial de fuerzas de volumen -
conoc ido- E * [ H ( -fl) X 1 , un potencia l de s imple capa sobre la so luc ión funda 
mental - E * [ (C u) 6 ( f i ) J , y un potencia l de doble capa, - E * l C Lu 
e e 
Recordando la expres ión de p roduc to de convo luc ión , cada uno de los po -
t e n d a l e s a n t e r i o r e s puede exp resa rse como sigue: 
- E * [ H ( f l ) X ] = -
- E * [ (C u) 5 ( n) ] = -
e 
E ( x , y) X (y) d f i 
1 .6 .19 
E (x , y) ( C u (y) ) ds 
e y 
6 a 
y por ú l t imo el potencia l de doble capa puede r e a l i z a r s e teniendo en cuenta , que -
la convo luc ión de una d i s t r i b u c i ó n por o t ra d i s t r i b u c i ó n a la que se ap l ica un ope-
rador puede c a l c u l a r s e a t ravés de 
(u x A v , 4>) = — ( A u * v , 4 > ) 1 .6 .20 
con lo que 
- E * *C [ u 6 ( fi) ]= (C E) * (u « ( f i ) ) , 1.6.21 
simplemente reco rda remos que C y C e ran adjuntos, 
e e 
En de f in i t i va podemos e x p r e s a r el potencia l de doble capa como 
- E * C [ u (n ) ] = 
e 
(C E) ( x , y) u ( y ) ds e y 1.6.22 
6 n 
Sust i tuyendo las re lac iones • | .6 . 1 8 , I . 6 .19 y I . 6 .22 en l . 6 . - 1 7 s e 
consigue la expres ión in tegra l deseada, y que evidentemente vue lve a rep resen -
t a r la ecuación de Somig l iana . 
u (x) = - E (x , y) X (y) d n + 
y 
C E (x , y) u (y) ds -
e y 
n 6 n 
E (x , y) C u (y) ds 
e y 
6 Si 
I . 6 . 2 3 
La obtención de una so luc ión fundamental es pues un paso p r e v i o a reso l -
v e r , para poder p lan tear el problema en la forma a n t e r i o r . Este cá lcu lo es el que 
se abordará en el epígrafe s igu ien te , para los d i s t i n tos casos que puedan plan -
tearse en los prob lemas e l ás t i cos . 
1 . 7 . - SOLUCION FUNDAMENTAL DE LA E C U A C I O N N A V I E R 
Se ha indicado en el apar tado a n t e r i o r la necesidad de consegu i r la so luc ión= 
fundamental de Nav ie r para los d i s t i n tos casos que se pueden p resen ta r en la p r á c t i c a , 
como son los casos p lanos , el caso t r i d imens iona l y el a x i s i m é t r i c o . Pa ra la consecu-
c ión de e l las segui remos para los dos p r i m e r o s el método de Ho rmande r , m ien t ras que 
debido a la d i f i cu l t ad de su manejo para coordenadas c i l i n d r i c a s u t i l i za remos el proce_ 
dimiento de potenc ia les v e c t o r i a l e s , y pa r t i cu la rmen te el de G a l e r k i n , y t r a n s f o r m a -
c iones in teg ra les para c a l c u l a r la so luc ión fundamental en el caso a x i s i m é t r i c o . 
- Caso t r i d imens iona l . Método de Hormander -
Ex i s te una gran cant idad de métodos para el cá l cu lo de la so luc ión fundamen-
tal de un operador d i f e r e n c i a l , s in embargo, parece que el método de Hf t rmander j por -
su simpl ic idad3es el ideal para el caso que nos ocupa. 
S i denominamos A a un operador d i f e renc ia l m a t r i c i a l , tal como el que esta -
mos interesados, de coe f i c ien tes constantes y de determinante d i s t i n to de c e r o , de -
acuerdo con el teorema de Ho rmande r , este operador t iene como so luc ión fundamenta l . 
donde A es la ma t r i z de co fac to res de la ma t r i z A y e es la so luc ión fundamental del = 
operador | A | , es d e c i r la so luc ión de la ecuación 
f A | e = 6 (P) 1 . 7 . 2 
Pa ra el caso t r i d i m e n s i o n a l , según la ecuación I .6 .3 se tenía que el opera 
1.7 
do r de Nav ie r e ra 
A = XV x ( v . ) + G v . ( V x ) + G v « ( v x ) 
T 
y desar ro l lando en forma rna t r i c ia l tenemos: 
A = 
G A + ( X+ G) 
3 3 
ay1 3y 1 
( X + G) 3 3 
3 y 3 y 2 
( X + G) 
(X + G) 
( X + G) 
3 3 
3 y 2 3 y i 
3 3 
3 y 3 9 y ! 
G A + ( X + G) — ( X + G) 
3 y 2 3 y 2 
( X + G) G A + ( X+G) 




y i 3 y 3 
3 3 
y 2 3 y 3 
3 3 
3 y 3 3 y 3 
con lo que 
1 . 7 . 3 
2 3 
| A | = G (X + 2 G) A 1 . 7 . 4 
La so luc ión fundamental del operador a n t e r i o r v iene dada por e jemplo por 
Lachat [ 8 3 ] en la forma 
I 
5 2 , 
3 x 2 ir G (X + 2 G) 
1 . 7 . 5 
Desa r ro l l ando pues en forma ind ic ia l la ecuación se t iene que 
E . . = - 1 ( ( X+ 3 G) 6 . . + ( X+ G) r , . r , . ) 1 . 7 . 6 
U 8 * G U + 2 G ) r U ' J 
donde 
= I y _ x I = [ (y - x.) (y. - x.) ] 2 1 . 7 . 7 1 - - 1 i i i i 
s iendo x el v e c t o n d e coordenadas del punto P donde loca l izamos la 6 de D i r a c , e y -
el punto de campo donde pretendemos c a l c u l a r el v a l o r de la so luc ión fundamenta l . P o r 
ú l t imo 
y. - x . 
i i 
r , . = 
i 
r 
es la der i vada de la d is tanc ia r respec to a la coordenada i de punto de campo y . 
Sust i tuyendo Xy G en func ión de E y v se l lega a la exp res ión más conocida de 
K e l v i n , co r respond ien te a los movimientos debidos a una carga puntual en el espacio -
in f in i to y que concuerda evidentemente con la so luc ión fundamental antes ca l cu lada . 
M \ (y. - x.) (y . - x.) i - i i - U + v j , . i i j j 
E . . = - U . . (3 - 4 v) 6 + 
U U 8 t tE (1 - V) r i j 2 
r 
I . 7 . 8 
donde la i n t e rp re tac ión f í s i ca de U vendr ía dada por el movimiento que aparece en un 
i j 
punto y , en la d i r e c c i ó n i cuando sobre o t r o punto x se ap l ica una carga unidad en el = 
I .7 
espacio i n f i n i t o en la d i r e c c i ó n j , y el s igno menos v iene como consecuencia de que a 
la ecuación de Nav ie r se expresa en la fo rma 
A u = - X 
Sust i tuyendo esta exp res ión en la I . 6 . 1 2 e in t roduc iendo las s igu ientes no ta -
í i 
c iones : 
Ce E ( x , y) = - T . . ( x , y) 
U 
Ce u (y) = t (y) 
1 . 7 . 9 
se t iene 
6 u (x) = ' j ¡ U (x , y) X (y) d n -|J i y 
U . . ( x , y) t . (y) ds 
IJ I y 
T . . ( x , y) u. (y) ds + 
IJ • y 
6 SI 
1 .7 .10 
6 ti 
que es la misma expres ión que se obtuvo en I . 5 . 2 . 
- Caso b id imens iona l . Método de Hormander -
Proced iendo de forma análoga al caso a n t e r i o r , teniendo en cuenta que los -
casos de tens ión plana y de formac ión plana t ienen idént ica expres ión de la ecuación de 
N a v i e r excepto el cambio conocido en en el coe f i c ien te de Po isson , se tendr ía que el -
operador d i f e renc ia l en este caso v iene dado por la m a t r i z . 
1.7 
A = 
G A + (A + G) 
3 3 
2 y 1 s y 1 
( ¡A+ G) — 
i 3y_ 3 y 
3 3 
2 
C A + G) 
3 3 
3 y l 3 y 2 
G A + ( X + G) 3 3 
S y 2 3 y 2 
y el de terminante 
J - 7 . 1 1 
¡ A | = G ( U 2 G ) A' 1 - 7 . 1 2 
cuya so luc ión fundamental es 
e = 
16 * G ( X + 2 G) 
2 1 
- r (2 In — + 1) 
r 
1 . 7 . 1 3 
Sus t i t uyendo de nuevo 6 y G po r E y v y desa r ro l l ando la exp res ión I . 7 . 1 ten_ 
dremos 
E . . = — U . . 
U »J 
1 + v 
4 TT E (1 - v) 
(3 - 4 v) 6 In 1 / r + r , r , l I .1 .14 
U i J I 
donde las va r i ab l es t ienen el mismo s ign i f i cado que an te r i o rmen te . 
- Caso a x i s i m é t r i c o . T rans fo rmac iones in teg ra les -
Pa ra el aná l i s i s a x i s i m é t r i c o la ca rga puntual A (P) se genera l i za a ca rgas 
K 
anu la res como se muestra en la F i g . 1 . 7.1 . 
gu i r se una técn ica muy empleada, cons is ten te en la reso luc ión de la ecuación de Na -
v i e r expresada en func ión de los vec to res de G a l e r k i n , ecuación A1 . (6) para poste -
r i o rmente c a l c u l a r los movimientos a p a r t i r de la ecuación A1 .10 
J 
Con este esquema se han d e s a r r o l l a d o dos ap rox imac iones . La p r i m e r a se r e -
duce a la in teg rac ión en el an i l l o de la ecuación de movimientos co r respond ien tes a la= 
carga puntua l , y en la segunda ca lcu la el vec to r de G a l e r k i n hac iéndolo de una forma -
d i r e c t a . Esta ú l t ima es la que se empleará en este apar tado . 
r 
Se cons idera una carga anu la r r a d i a l , F y una carga anu la r en la d i r ecc ión= 
z , _F , pudiendo exp resa rse ambas en func ión de la 6 de D i r ac de la s igu iente forma 
Pa ra el cá l cu lo de la so luc ión fundamental de la ecuación de N a v i e r puede s e -




, 0 , 0) 
I . 7 . 1 5 
F Z = (0, 0 , F )= ( 0 , 0 , 
6 (R - r , Z - z) ) 
2 TT r 
donde R y Z son las coordenadas de! punto de ap l i cac ión de la c a r g a , independiente 
de 6 p o r s e r a n u l a r , y r y z son las coordenadas del punto de camp'o. 
r 
Natura lmente debido a las prop iedades de la func ión de D i rac las cargas^F y 
F Z sa t i s facen las cond ic iones . , 
i 
R , Z ¿ r , z 
R , Z ¿ r , z 
1 . 7 . 1 6 
F = 0 
r 








donde V es cua lqu ie r volumen que inc luya el an i l l o de c a r g a , de coordenadas R , Z . 
Resolvamos ahora la ecuación de Nav ie r para los dos casos de ca rgas c i tados 
r z 
el p r i m e r o es F = F e , y el segundo F = F e donde e , e , e son los v e c t o -
- r - r - z - z - r - e - z 
r e s base en el s istema de coordenadas a x i s i m é t r i c o , de los que hay que hacer notar -




3 e e n 3 e 0 - e 3 e r 0 y r Z q ^ ^ 
8 6 r 9 6 r 39 
Expresando la ecuación de N a v i e r en func ión del vec to r de G a l e r k i n según se 









1 .7 .18 
z 
Como F t iene componente so lo en r la so luc ión del vec to r de G a l e r k i n , deb[ 
do a las cond ic iones (1 .1 .17) se encon t ra rá en el plano ( r , 6), y por o t r o lado debido 
a la natura leza a x i s i m é t r i c a del problema la componente en ©debe ser nu la , por lo -
r r 
tanto G es pa ra le l o a F . 
P o r un ¡razonamiento análogo, pe ro más senc i l l o pues el eje z permanece -
i na l te rado , se deduce que G es pa ra l e l o a F Z p u d i e n d o e s c r i b i r s e los vec to res de 
G a l e r k i n como 
G r = G e 
- r - r 
G Z = G e 
- z - z 
1 . 1 . 1 9 
P o r lo que la exp res ión 1 . 1 . 1 8 puede e s c r i b i r s e para el caso a x i s i m é t r i c o 




2 2 F z 
V V G = -
G 
2 , 2 2 3 1 ^ 3 , - o', V = + + 1 .1 . 21 
2 2 
3 r r 3 r 3 Z 
La so luc ión de estas dos ecuac iones puede ob tenerse a t r a v é s del uso de t r a n s 
fo rmac iones i n teg ra les y puede v e r s e por e jemplo en Massonet quedando en la fo rma 
R p J Y 2 - 1) Q ( Y) 
= £ 1 . 1 . 2 2 
8 ir2 G 
R r J ( Y 2 - D O J ( Y ) 
G £ 1 . 1 . 2 3 
z 
8 Tí2 G 
donde 
(Z - z ) 2 + (R - r ) 2 
Y = 1 + 1 .1 .24 
2Rr 
y Q ] y Q , 1 son funciones de Legendre , de segunda espec ie . A p a r t i r de estos v e c -
~2 2 
to res de Ga le rk in , : es pos ib le el cá l cu lo de los movimientos y tensiones en cua lqu ie r -
punto del domin io , debidos a una ca rga un idad. El d e s a r r o l l o pos te r io rmen te se reali_ 
za en el capí tu lo I V . 
I I F O R M U L A C I O N DEL METODO EN E L A S T I C I D A D T R I D I M E N S I O N A L 
1 1 . 1 . - I N T R O D U C C I O N 
Como se ha indicado en el c a p i t u l o a n t e r i o r , la base del método de los 
elementos de contorno la cons t i tuye la ecuación de Somig l iana . 
6 . . u. (x) = ki i U.. ( x , y) t . (y) ds -ik t y 
6 fi 
T . ( x , y) u. ds + 
ik i y 
6 fi 
u., (x , y) X. (y) ds 
ik i y 
1 1 . 1 . 1 
Esta ecuación p ropo rc iona el movimiento u. en cua lqu ie r punto x del domi -
nio fien función de t r e s i n t e g r a l e s , que por analogía en su f o rma , con las que apa 
recen en la teor ía de fuentes puntuales d i s t r i b u i d a s en la teor ía del Po tenc ia l , se 
las suele denominar como potenc ia les de s imple y doble capa las dos p r i m e r a s y -
como un potencia l de fue rzas de volumen la u l t ima . 
Esta ecuación vec to r i a l que rea lmente cons i tuye un s istema de t r es e c u a -
c iones de Fredho lm de segunda espec ie , pe rmi te pues c a l c u l a r el v a l o r del mo -
vi.miento en un punto del domin io , conociendo los v a l o r e s de los movimientos -
u (y) y tensiones t. (y) en el con to rno , 
i i 
S i n embargo, en la mayor ía de las ocasiones también es necesar io el cono 
ce r las tensiones en fi , para lo cual se tendrá que a p l i c a r el operador de Lamé a= 
la ecuación 1 1 . 1 . 1 . El hecho de que las in teg ra les sean s ingu la res para x = y ha -
ce que en este caso aparezcan prob lemas ad i c iona les . 
P o r ú l t imo , y con objeto de ap rox imar el problema exc lus ivamente al conto_r 
no, se p lan teará la fo rmu lac ión en é l , mediante la ap rox imac ión del p u n t o s a fifi • . 
E l ob je t i vo de este cap í tu lo , en d e f i n i t i v a , cons is te en p resen ta r la formu[a 
c ión completa del método, tanto en lo que se r e f i e r e en puntos del i n t e r i o r de fi , co 
mo del con torno 6f i • As im ismo, se p lan teará una a l t e rna t i va ú t i l para pasar la = 
i n tegra l de fue rzas de volumen al con to rno en los casos en que éstas tengan una e x -
p res ión s imple que cumpla una s e r i e de r e q u i s i t o s . 
I 1 . 2 . - M O V I M I E N T O S EN PUNTOS I N T E R N O S 
La ecuación que p roporc iona el v a l o r de los movimientos en un punto x , del 
dominio es prec isamente la ecuación I I .1 .1 ó ident idad de Somig l iana . So lo f a l -
ta pues para que ésta quede determinada el exp resa r los va l o res de los tensores -
ik ik 
E l p r i m e r o de e l l o s , y como se v i ó en I .7 co r responde , exactamente a -
la so luc ión fundamental del operador de Nav ie r y para cada uno de los casos que se 
presentan en e las t i c idad isó t ropa ( t r i d i m e n s i o n a l , plano y ax i s imé t r i co ) se ca lcu ló= 
en el apar tado c i t ado . 
F ís icamente un elemento U , de este tensor represen ta el movimiento en la 
ik 
d i r ecc i ón i que aparece en un punto y del espacio i n f i n i t o , cuando en o t r o punto x -
se ap l ica una carga puntual unidadstnla d i r e c c i ó n k .U . rep resen ta pues el campo = 
ik 
de movimientos de la so luc ión de K e l v i n , como también se había ind icado. 
La expres ión U , para el caso t r i d i m e n s i o n a l , que nos ocupa, se -
ik 
obtuvo en 1 .7 , en la forma 
U = [ ( 3 - 4 v ) 6 + r , . r , ] 11 .2 .1 
16 (1 - v ) Gr ik i k 
donde r = | | y - x | | , y r , . r , rep resen tan las der i vadas de la d is tanc ia | (y - x) 
con respecto a las coordenadas del punto de campo y . 
En cuanto al tensor T , , había aparec ido al a p l i c a r el operador de Lamé, 
ik 
C a t tensor a n t e r i o r (vease I . 6 ) , co r respond ía pues a la func ión c a r a c t e r í s t i c a 
e 
de una in tegra l potencia l de doble capa, y f ís icamente tenía un sent ido análogo al de 
U., en lo re fe ren te a la so luc ión de K e l v i n , pe ro en este caso r e f e r i d o al campo de 
ik 
vec to res tens ión en el con torno del domin io . 
E l cá l cu lo de la expres ión de este tensor se reduce pues a ca l cu l a r la ex -
p res ión C U , ó lo que es igua l : 
e ¡k 
T , = C U = x n . ( v . U ) + G n. ( v x U)+ G n . (v x U ) ' T I 1 . 2 . 2 ik e ik - - - - _ _ _ _ _ _ 
y en notac ión ¡nd ic ia l 
T. , = X U , n. + G (U , . + U .) n. I I . 2 . 3 
ik mk ,m i i k , j j k , i j 
donde como s iempre se ap l ica el convenio de índ ices repet idos y la s i gn i f i ca de_ 
r i vada respec to a las coordenadas del punto de campoy. Sust i tuyendo en esta e x p r e -
s ión el v a l o r de U . de f in ido en I I . 2 . 1 y teniendo en cuenta que 
ik 
a r , y . - x. 
r _ 1 1 
' 3 y . r 
i 
I I . 2 . 4 
r , . r , . 6 . . 
( r , . ) , . = 1 — ¿ - ' 
' J 
se l lega fác i lmente a la exp res ión 
1 
i k 8 ( 1 - v) r 2 
+ (1 - 2 v) ( r , . n, - n. r , ( ) I 1 . 2 . 5 
i k i k 
Con e l l o quedar ía de f in ido el cá l cu lo de movimientos en puntos in te rnos para 
el caso t r i d i m e n s i o n a l . S in embargo, observando las expres iones de los tensores -
an te r i o res se ap rec ia que para y — x , es d e c i r cuando la d is tanc ia r t iende a c e -
r o , la expres ión de los tensores se hace i n f i n i t o , o lo que es i gua l , ex is te una s i n -
gu lar idad in t r ínseca en los dos t e n s o r e s , y por tanto en todas las i n teg ra les ,en el = 
punto x , donde se cen t ra la ca rga un idad. 
Esta s i ngu la r i dad , aparece realmente so lo en la in tegra l de vo lumen, ya -
que en las de s u p e r f i c i e , nunca se a lcanzará . la d is tanc ia nu la , ya que el punto x 
se encuentra en el i n t e r i o r del domin io , y el punto de campo en la s u p e r f i c i e de és_ 
te . 
La in tegra l de vo lumen, s in embargo, sí es s i n g u l a r , con una s i ngu la r i dad 
del t ipo de Cauchy, pero que en este caso no presenta tampoco p rob lema, ya que -
co r responde a una s ingu la r i dad débi l en la ecuac ión de F r e d h o l m . 
E fec t i vamente , s i la s i ngu la r i dad es del t ipo de Cauchy 
k (x , y) 
<i> (y) d n I I . 2 . 6 
a V 
donde k (x , y) es una func ión acotada de dos v a r i a b l e s en el dominio n , y r es la -
d is tanc ia en t re los puntos x , y . 
En el caso en que 
a < n I I . 2 . 7 
con n el número de dimensiones del espacio fi (en nues t ro caso a = 1 , n = 3) , la -
in tegra l I I . 2 . 6 , es una in tegra l improp ia que converge absolutamente en el l ími te -i 




fi J B (x) 
_ k J ? l _ y ± _ * (y) 11 .2 .8 
y 
G 
donde B (x) es la bola de rad io e y cent rada en el punto s i n g u l a r . Es d e c i r la inte -
e 
g ra l a n t e r i o r esta def in ida en el sent ido del v a l o r p r i n c i p a l de Cauchy . 
En el caso que nos ocupa, por tan to , si entendemos la in tegra l de v o l u m e n -
en el sent ido del va lo r p r i n c i p a l de Cauchy , esta in tegra l ex is te ya que la s ingular^ 
dad que presenta es d é b i l . 
Na tu ra lmente , s i el dominio ahora se cons ide ra fi^-B (x) en el l ími te co -e 
r respond ien te , el contorno ha v a r i a d o , s iendo ahora S f i U á B (x) , s iendo 6 B (x) 
G G 
el contorno de la bola B (x ) , cuando e 0 . Las i n teg ra les de con to rno se r ían 
G 
pues suma de dos . La p r i m e r a de e l las está extendida a y la segunda a 6 B (x ) , 
G 
pero esta in tegra l es c la ramente nu la , tanto para el potencia l de s imple como de do_ 
ble capa. Efect ivamente en lo r e fe ren te al p r i m e r o , por se r de nuevo una in tegra l = 
débi lmente s ingu la r (a = 1 , n = 2) , la in tegra l sobre la supe r f i c i e de esta bola es -
c e r o . En cuanto al potencia l de doble capa, no o c u r r e igual s ino que a = n = 2 , -
aparec iendo una s ingu la r idad f u e r t e , que es necesar io c a l c u l a r . La in tegra l queda-
r a pues como: 
I im 
e — 0 
T , u ds = I im 
¡k i y y e—»0 
« Be (x) 
1 ^ / x 2 —-X- T., ( 6 , dJ u. e sen e d e d <j> = 2 ik i 
«B (x) e 
u. (x) l ím 




T. , (e , <t>) sen e d 6 11 .2 .9 
ik 
donde T , es la par te del núcleo T en la que se ha e l iminado la s i ngu la r i dad , tam -
ik ik 
bien denominada func ión c a r a c t e r í s t i c a de la in tegra ! s i n g u l a r . 
El v a l o r de esta in tegra l es fác i lmente ca lcu lab le teniendo en cuenta la e x -
p res ión 11.2.5 para T , , y el resu l tado es c e r o como e ra de e s p e r a r . 
ik 
En d e f i n i t i v a , es pos ib le p lan tear la ecuación de Somig l iana en undorr i ih io -
fi — I im [ n - B (x) 1 , s iendo x el punto donde se cen t ra la s i n g u l a r i d a d , -
e — 0 
simplemente teniendo en cuenta que la in tegra l de volumen habrá que entender la en -
el sent ido del v a l o r p r i nc ipa l de Cauchy , que en este caso ex i s t e , ya que la singula_ 
r i dad de esta in tegra l es del t ipo d é b i l . 
S i para s i m p l i f i c a r rea l i zamos el cambio de notación 
I im 
e — 0 
I I . 2 . 1 0 
fi - B e (x) 
La ecuación de Somigl iana extendida al dominio ft , que como se ha v i s to c o r r e s p o n -
t 
de exactamente a la ecuación de pa r t i da del método para el caso de puntos i n t e r n o s , 
tendrá una expres ión idént ica a la 11 .1 .1 ya comentada, sierrpre teniendo en cuenta 
que la in tegra l de volumen es necesa r io entender la según el sent ido de Cauchy y -
donde las expres iones de los d i s t i n tos tensores U , y T , v ienen def in idas por -ik ik 
I I . 2 . 1 y 11 .2 .5 respec t ivamente . 
I 1 . 3 . - T E N S I O N E S EN PUNTOS I N T E R N O S 
El s igu iente punto fundamental del método en e las t i c i dad , co r responde a -
cá lcu lo del tensor de tensiones en los d i s t i n tos puntos del domin io . 
p roceso de i n te rpo lac ión en d i f e r e n c i a s una vez conocidos los movimientos en los -
puntos in te rnos en la forma indicada an te r io rmen te (Cath ie y B a n e r j e e ) , el p r o c e d i -
miento, evidentemente más cons is ten te con la fo rmu lac ión general c o n s i s t i r á en apli_ 
ca r el operador e lás t i co di rectamente a la ecuacióni 1 1 . 1 . 1 . Es d e c i r , una vez cono 
c ido el vec to r u (x) de movimientos en un punto x del dominio donde se cen t ra la s in 
gu la r i dad , se puede c a l c u l a r el tensor de tens iones mediante la ecuación de Lamé. 
donde ahora el " ; " rep resen ta la de r i vada respec to a las coordenadas del punto x 
al c o n t r a r i o que la que como se ind icó s i gn i f i ca de r i vada respecto a las coorde 
nadas del punto de campo y . 
Es necesar io pues el c a l c u l a r las de r i vadas de los movimientos respec to a 
las coordenadas del punto x . Ap l i cando el operador de r i vada a la ecuación ante -
r i o r se t iene 
S i b ien algunos au to res au to res ca lcu lan estas tens iones , a t r avés de un 
a . (x) = X u : 6 . . + G (u . ; . + u . ; . ) 
i j I ' U i J J i 
I I . 3 . 1 
U. ; t . ds 
in m i y 




I I . 3 . 2 + U , X ds 
ik i y 
m « 
El hecho de poder d e r i v a r den t ro de las i n teg ra les de s u p e r f i c i e , es evide_n 
te , ya-que no son in teg ra les s i n g u l a r e s , s in embargo la der ivada de la in tegra l de= 
volumen ha de entenderse como la de r i vada de una in tegra l s ingu la r del t ipo de Cau 
chy . 
Este concepto de der i vada de in teg ra les fue d e s a r r o l l a d o por M ikh l i n y aplj_ 
cado • por p r i m e r a vez por Bui a l método de los elementos de con to rno , en p l a s t i c i -
dad. En de f i n i t i va es necesa r i o , c a l c u l a r la der ivada de la in tegra l de volumen ante 
r i o r . 
J 
Según M ikh l i n , la de r i vada de una in tegra l s i ngu la r entendida en el sent ido= 
de Cauchy, que sea cont inua ev identemente, como lo es ésta al t r a t a r s e de una s i n -
gu la r idad del t ipo débi l se def ine como 
m 
% (x , y) C (y) d R = l im 




S d fí -
y. 
B (x) e 
K (x) l im 
e — 0 
c y) r > „ d s m y 
I I . 3 . 3 
«B (x) e 
es dec i r la in tegra l de la de r i vada también entendida en el sent ido de Cauchy , me -
nos un c i e r t o té rmino co r respond ien te a la s i n g u l a r i d a d , en el que r , rep resen ta m 
la der ivada de la d is tanc ia || y - x || respec to a la coordenada y del punto de cam-
po. 
Ap l icando este concepto a la ecuación I I . 3 . 2 , ésta se c o n v e r t i r á en 
6 , . u . ; 
k i i m 
U , ; t. ds -
ik m i y 
T ; u ds + 
ík m ¡ y 
U , ; X d fi -
ik m i • y 
6 fi 
- X (x) l im 
' e — 
6 fi 
U r , ds 
ik m y 
I I . 3 . 4 
6B (x) e 
donde de nuevo se ha hecho uso del cambio de notación de f in ido en I I . 2 . 1 0 . 
Es necesar io pues, el c a l c u l a r el v a l o r de esta ú l t ima , para a cont inua -
c ión ap l i ca r el operador de Lame I I . 3 . 1 a la ecuación I I . 1 .1 y c a l c u l a r el tensor= 
tensión en un punto del i n t e r i o r . - -
El v a l o r de esa i n t e g r a l , es c la ramente c e r o , ya que como se desprende -
1 2 
de I I . 2 . 1 U . es de orden 0 ( ) y ds del o rden 0 ( r ) , m ien t ras que si r eco rda 
ik r y ~~ 
mos el v a l o r de r , en una s u p e r f i c i e e s f é r i c a , 
i 
r , . = ó., eos© cos<t> + 6 „ eos e s e n 4>+ 6 ^ sen 
M ¡1 ¡2 ¡3 
I I . 3 . 5 
se observa que es de orden 0 (1) . En de f i n i t i va si U . es cont inua y acotada respec 
ik — 
to al ángulo © y el ángulo <t> , como de hecho lo es , ya que sólo depende de las d e n 
das de la d i s t anc ia , la in tegra l buscada toma el v a l o r c e r o . 
l im 
e —*0 
U , r , ds = 0 
ik m y 
I 1 . 3 . 6 
6 B (x) 
e 
In t roduc iendo este resu l tado en la ecuación 11.3.4 se t iene en de f i n i t i va -
la der ivada de la expres ión respecto a la coordenada m del punto s ingu la r en la -
forma 
6, . u . ; 
ki i m 
U , ; t ds -
¡k m ¡ y 
6 a 
T ; u. ds + 
ik m i y 
5 ü 
U X d n 
ik m i y 
I 1 . 3 . 7 
donde la in tegra l de volumen se ent iende en el sent ido de Cauchy. 
Api ¡cando ahora el operador completo 11 .3 .1 a la ecuación I I . 1 .1 , y te -
niendo en cuenta el resu l tado I I . 3 . 7 se obt iene 
ó . . ( x ) = 
U 
D... ( x , y) t (y) ds -
i j k k y 
6 n 
S. ( x , y) u (y) ds 
i j k k y 
6 a 
D.., ( x , y) X, (y) d fi 
i j k k y 
fi 
donde los tensores que aparecen se deducen inmediatamente como 
I I . 3 . 8 
i j k Ik I IJ ik j j k i 
i j k Ik I IJ ik j j k I 
I I . 3 . 9 
S i desa r ro l l amos las expres iones a n t e r i o r e s , simplemente dándonos cuen-
ta que r , . = - r ; , se puede l l ega r a la fo rmu lac ión completa de los v a l o r e s de 
i i 
las tensiones en el domin io . Este d e s a r r o l l o está rea l i zado por. ejemplo en P a r í s -
[1,00. ] • por lo que no nos detendremos en é l , l imi tándonos a p resen ta r el resu l tado 
D 
Í j k 8 * ( 1 - ^ ) r 2 ' 
(1 - 2 v ) ( 5 r , . + 5 r , . . . r , ) + 
ik j j k i i j k 
+ 3 r , . r , . r 
i J k 
' j k , / - x 3 J 4ir(1 - v ) r 
{ 3 [ o - 2v ) 6 . . r . + v ( 6 r , . + 6 r , . ) -
I j : k I k J j k I 
1 
~ 5 K . r > • r > , 1 r > , n , + 3 v ( n - r » - r , , 1 + n. r , . r , ) + ¡ i j k J I I i j k J ' k 
+ (1 - 2v ) (3 n, r , . n, . + n . 6., + n. 6 ) - (1 - 4v ) n, 6 . . k 1 j j ik 1 j k k IJ 
I I . 3 . 1 0 
La expres ión i I . 3 . 8 junto a las a n t e r i o r e s permi te pues el cá lcu lo de las -
tensiones en un punto del i n t e r i o r del domin io , una vez conocidos los va l o res de -
las tensiones y movimientos en el con to rno , así como, ev identemente, las fue rzas -
por unidad de vo lumen. 
I 1 . 4 . - E C U A C I O N DE SOM I GL I ANA PARA P U N T O S DEL CONTORNO 
Como se ha ido exp l icando a lo l a rgo del capí tu lo 1 , el ob je t ivo f ina l del -
método cons is te en r e s o l v e r el problema planteándolo exc lus ivamente en el con torno 
Será por tanto necesar io el hacer tender el punto donde se cen t ra la s i n g u l a r i d a d , -
(punto x) en la ident idad de Somig l iana a;| con to rno . 
Í i 
¡ 
S i n embargo, este p roceso l leva cons igo el hecho de que las i n teg ra les de -
supe r f i c i e que no eran s ingu la res cuando el polo se encontraba en el i n t e r i o r del -
domin io , lo sean, ahora, al igual que o c u r r í a an te r io rmente con las in teg ra les de vo 
i 
lumen. 
Recordando que la ident idad de Somig l iana se extendía a un dominio -
fí = [ l im ( fi - B ( x ) ) ] , podremos expresar aque l la , como 
e - „ e 
e —*• 0 
« . . u. = k i i 
U , t ds -
ik i y 
6 Ü 
T , u ds + 




I I . 4 . 1 
e c e 
En el caso de que el punto s ingu la r fuera un punto i n t e r i o r las i n teg ra les de 
supe r f i c i e quedaban reduc idas a i n teg ra les sobre 6 & . En el caso de que la s i ngu la -
r idad se encuentre en el con torno no es pos ib le r e a l i z a r esta s i m p l i f i c a c i ó n . 
E fec t ivamente , en este caso $ n ¿ ó f i U ó B (x) 
e e 
s ino que 5 n = - - 5 , U S ( F i g . 11 .4 .1 ) 
e ' e 
F i g . I I . 4 . 1 
A cont inuac ión vamos a d e f i n i r exactamente cada una de las supe r f i c i es ante 
r i o r e s . En el caso de que x sea un punto co r respond ien te a un con to rno suave de -
L iapunov, e x i s t i r á un sólo plano tangente y una sola no rma l , aunque no necesar ia -
mente con una sola c u r v a t u r a . Sea T (x) d icho plano tangente. En cambio , si x es -
un punto co r respond ien te a una esqu ina , e x i s t i r á n v a r i o s planos tangentes, que 
puedan 11 egar a ser i n f i n i tos (caso del v ó r t i c e de un cono) . Sean T (x ) , (i = 1 , 2 . . M 
i 
d ichos planos tangentes. Tanto en un caso como en o t r o , el conjunto de todas las -
semitangentes, que par ten de x y penet ran en el semiespacio l imi tado por T . (x ) , -
- i 
en el que se encuentra forma la s u p e r f i c i e de una p i rámide a la que denominare -
mos " s u p e r f i c i e c a r a c t e r í s t i c a " P (x ) , té rm ino de Har tmann, que puede o b s e r v a r , 
se en la F i g I I . 4 . 2 . 
Con estos conceptos podemos ya d e f i n i r las s u p e r f i c i e s S y S , a n t e r i o r -
' e 
mente ind icadas . 
S£ = l im 6 [ B ( x ) f * P (x) ] - 6 P (x) 
e 0 e 
11 .4 .2 
V 
[5 [ P.- B ( x ) ] - S 1 e e 
6F (x) 
F i g . I I . 4 . 2 
As im ismo, en este eso 
fi = l im 6 [ a - B E (x) ] = l im 6 [ B (x) A P (x)) ] I I . 4 . 3 
e e — 0 € — 0 £ 
ya que B (x) A P es la única zona de B (x) que está inc lu ida en 9. . 
e e 
S i d iv id imos ahora las i n teg ra les de s u p e r f i c i e en I I . 3 . 1 en dos in tegra -
les , la p r ime ra extendida a la s u p e r f i c i e S y la segunda a la s u p e r f i c i e S ten -
1 ^ 
dremos 
I I . 4 
« u. = 
k i i 
U , t ds + 
ik i y 
U , t ds -
ik i y 
T u ds -
ik i y 
T u ds + 
ik i y 
U , X. d 
ik i y 
a 
I I . 4 . 4 
Las in teg ra les p r i m e r a y t e r c e r a , son prec isamente las in teg ra les de 11.1.1 
pero entendidas en el sent ido de Cauchy , ya que ahora son s i n g u l a r e s , y del mismo 
j 
modo la in tegra l de vo lumen. 
Se rá pues necesar io en p r i n c i p i o demos t ra r que esas in teg ra les ex is ten y -
están def in idas en el sent ido de Cauchy . 
La p r i m e r a de e l l a s , no presenta p rob lema, ya que de nuevo nos encont ra 
mos ante un t ipo de s ingu la r i dad d é b i l . El orden de la s ingu la r i dad es i n f e r i o r al -
de dimensiones del espacio sobre el que se i n t eg ra . 
En cambio la segunda co r responde a una in tegra l con fue r te s i ngu la r i dad , -
que ha de cump l i r una s e r i e de r e q u i s i t o s , para podersé d e f i n i r . ! Es tos requis i tos- , 
par«Pintegrales mul t id imens iona les hansido propuestos por M ikh l in en la forma si -
guíente, para el caso de 2 d imensiones que nos ocupa. 
( 1 ) . - La in tegra l de la func ión c a r a c t e r í s t i c a (núcleo de la in tegra l mul t i -
p l icado por r elevado al o rden de la s ingu la r idad) extendida a ó B (x) es c e r o . 
e 
2 
( 2 ) . - En cua lqu ie r subespacio de IR la func ión densidad de la in tegra l (el = 
I I . 4 
vec to r que no depende de la s i tuac ión del polo ó p jnto s ingu la r ) es H ó l d e r - c o n t i n u a , 
es dec i r cumple 
u (y ) - u(y ) ¡ < C r C = Cte 0 < <* < 1 I 1 . 4 . 5 
- k 
( 3 ) . - En el i n f i n i t o la func ión densidad u (y) es de orden 0 ( || y || ) con -
k > 0 . 
( 4 ) . - La func ión c a r a c t e r í s t i c a es acotada y cont inua respecto a (y - x) pa -
ra un x f i j o . 
S i estas condic iones son sa t i s fechas , entonces podemos a f i r m a r que la inte 
g ra l s ingu la r ex is te en el sent ido de Cauchy , y es cont inua respecto a x . 
Todas estas condic iones se cumplen en el caso que nos ocupa (Kupradze -
1965), y pa r t i cu la rmen te ya h ic imos uso de la p r i m e r a de e l las en el e p ' i g r a f e ante_ 
r i o r . 
Só lo fa l ta pues el cá lcu lo de las i n teg ra les extendidas a S£ . L a p r i m e r a -
de e l las de nuevo ea nu la , ya que el tensor U , según 11 .2 .1 es de orden 0 ( - - - ) y 
2 , ¡ k 
como ds^ = e sen e d <j> d 6 , y t . está acotado en 5 ^ , $e puede - en de f i n i t i va -
e s c r i b i r 
I im 
e— 
U , t ds = 0 
ik i y 
11.4.6 
El tensor T , en cambio es de o rden 0 ( - - - ) s iendo necesar io c a l c u l a r la= 
ik 2 
in tegra l co r respond ien te . . 
I I .5 
Pa ra la es fera B (x) la normal co inc ide con la d i r e c c i ó n del r a d i o , en S . e ' e 
3 ^ por lo que r . , n, = = 1 , con lo que en esta s u p e r f i c i e 
I I 3 n 
T = —1- T., (e , <d ) 
- 1 
¡k 2 ik 
8 # ( 1 - v ) r 
( 1 - 2 v ) + 3 r , 2 3 r , 2 r , 3 
sirn 
(1-2v^+3r , 
s in más que tener en cuenta la exp res ión ! I . 2 . 5 
I I . 4 . 7 
Haciendo uso d é l a s expres iones del d i f e renc ia l de supe r f i c i e en coordena -t 
2 
das po la res ds = r sen d d 6 d 4» se tendrá 
y 
T. , u. ds = u (x) l im 
l k 1 y i J € — 0 
T , ds = u. (x) 
ik y i 
T , sen e d 6 d <j) 
ik 
. 4 . 8 
Sust i tuyendo en la exp res ión a n t e r i o r el v a l o r de ds , y de r , de f in ido en-
y i 
I I . 3 . 5 , e in tegrando tenemos 
T u ds = C , u (x) 
ik i y ik i 




I f t f f f - " ) ' 
2 2 2 
( 1 - 2 v ) + 3 c o s $ sen 6 3cos ^sen ^sen 6 3cos <t> sen 4>eos 
(1 -2v )+3sen <j>sene 3sen 4>sen Qcos 6 
( 1 - 2 v ) + / e o s e 
. sen © d <t>d 4> I I . 4 . 1 0 
que resue l ta p e r m i t i r í a e s c r i b i r el v a l o r de C . para cua lqu ie r forma de S . 
ik e 
Algunos casos p a r t i c u l a r e s y muy comunes son los s igu ien tes . 
(1) S u p e r f i c i e suave. La s u p e r f i c i e S es una em ies fe ra . 
8 "T 
4 TT o 0 
0 4 0 
0 0 4 * 
( 3 ) . - Nodo en una esquina r e c t a . La s u p e r f i c i e S_ es un octavo de es fe -
r a ; 
- 1 - 1 
I 1.4 
Natura lmente los v a l o r e s de C , como muest ra I l . 4 . 1 0 no so lo dependen de 
¡k 
la medida de S £ s ino también de la o r i en tac ión de ésta por lo que los v a l o r e s son -
vá l idos únicamente para los casos p a r t i c u l a r e s que presentan las f i g u r a s . 
Sus t i tuyendo los resu l tados de I I . 4 . 6 y I I . 4 . 9 en I I . 4 . 1 se obt iene la ecua 
cíón de Somig l iana cuando la s i ngu la r i dad se encuentra en el con to rno , quedando 
( « .. - C. ) u. = 
ik ik i 
U , t ds -
ik i y 
6 fi 
T u ds + 
ik i y 
6 fi 
U , X d fi 
ik i y I I . 4 . 1 1 
donde de nuevo la<; i n teg ra les hay que en tender las en el sent ido de Cauchy , y C 
está de f in ido en 1 1 . 4 . 1 0 . 
ik 
I 1 . 5 . - TENSOR DE T E N S I O N E S EN P U N T O S DE CONTORNO 
La ecuación I I . 3 . 8 p roporc ionaba el resu l tado necesar io para el cá l cu lo de 
las tensiones en puntos i n t e r n o s , s in embargo no es pos ib le a p l i c a r esta ecuación -
para el cá lcu lo del tensor de tensiones en puntos del con to rno , ya que en la d e r i v a 
c ión de las in teg ra les de s u p e r f i c i e no se ha cons iderado que e ran s i n g u l a r e s . 
i 
Tampoco es pos ib le c a l c u l a r el tensor de tensiones mediante ap l i cac ión del 
operador de Lame a la ecuación I 1 .4 .11 porque apa rece r ían in teg ra les i n f i n i t o , y = 
por tanto s in sen t ido . Pa ra obtener la exp res ión del tensor de tens iones en puntos= 
¡ 
del contorno se rá necesar io el u t i l i z a r una in te rpo lac ión de mov imientos, ob ten ién-
dose aqqel en func ión de la v a r i a c i ó n de estos en el con to rno . 
P a r a e l l o , se va a u t i l i z a r un s istema local s i tuado en el punto del con to rno 
donde pretendemos c a l c u l a r el tensor de tens iones , de forma que la coordenada z -
local co inc ida con la normal al con to rno en el punto en cuest ión (en el caso de que -
en este punto ex is ta más de una normal al con to rno , escogeremos la normal a una -
cua lqu ie ra de las c a r a s ) , y po r tan to , el plano x y (plano TT) sea tangente al c o n t o r -
En esas coordenadas y para la c a r a t r a t ada , el vec to r tens ión se rá c o n o c i -
do , ó se rá una incógni ta del p rob lema, con lo que una vez resue l to éste s iempre se_ 
ra conoc ido . Con e l l o , y en las coordenadas loca les antedichas tendremos 
a (P) = t 
z z 
T (P) = t 11 .5 .1 
X Z X 
T (P) = t 
yz y 
E l r es to de las componentes del tensor tens ión pueden c a l c u l a r s e r e a l i z a n -
do la i n te rpo lac ión de movimientos ind icada . 
Si suponemos conocidas las v a r i a c i o n e s de los movimientos u y v en las -
d i recc iones x e y , se rá pos ib le c a l c u l a r las deformac iones 
= - - - -S 3 
X 
3 v e = I I . 5 . 2 
y 3 y 
3 3 
£ = i < - ü - + — V - ) xy 3 3 
y x 
Conocidas estas deformac iones podemos c a l c u l a r inmediatamente la tensión-
tangencial que fa l taba . 
•c = Ge 1 1 . 5 . 3 
xy xy 
Las tens iones normales a y CT pueden tarrb ién c a l c u l a r s e como s igue , -
x y 
haciendo uso de las re lac iones de Lamé 
a 
e = - - - - - [ (1 - 2 v) - ( e + e ) ] 
• 2 1 - v 2G X y 
y sust i tuyendo en las expres iones de a y ° tendremos en def in t i va , 
x y 
o = __J__ (2G e + 2G v e + v a ) 
x , x y z 1 - v 7 
a = _ J (2G e + 2G v e + v 0 ) 
y , y x z J i - v 3 
donde ya todos los v a l o r e s son conoc idos . 
I 1 . 5 . 4 
I I . 6 . - T R A N S F O R M A C I O N DE LA I N T E G R A L DE F U E R Z A S DE VOLUMEN EN UNA 
I N T E G R A L DE S U P E R F I C I E 
Es evidente que la g ran venta ja del método de los elementos de con to rno , en= 
cuanto que reduce las in tegra les al con to rno , s iendo necesar ia tan só lo la d i s c r e t i z a 
c ión de és te , queda anulada por el hecho de la apa r i c i ón de in tegra les de vo lumen. 
E l mayor inconveniente su rge pues en el caso de que ex is tan fue rzas de volumen 
por lo que d i s t i n tos au tores han seguido v a r i a s aprox imac iones para t r a t a r de redu -
c i r , o e l im ina r las d i f i cu l tades que estas in teg ra les i n t roducen . 
La p r i m e r a s imp l i f i cac ión que se o c u r r e , s u r g e observando la ecuación de Na_ 
v i e r para el caso e l á s t i c o . 
A u = - X I I . 6 . 1 
donde A es el operador de N a v i e r , l i n e a l . 
A p a r t i r de la teor ía elemental de ecuaciones d i f e renc ia l es l i nea les , se pue-
de in tentar consegu i r la so luc ión de esta ecuac ión , como suma de la so luc ión de la -
ecuación homogenea, co r respond ien te a f ue rzas de volumen nu las , y que por tanto no 
e n c i e r r a ningún problema en cuanto al método p ropues to , y una so luc ión p a r t i c u l a r -
de la ecuación I I . 6 . 1 para el caso de que ex is tan fue rzas de vo lumen. 
En la mayor ía de los casos p r á c t i c o s de fue rzas por unidad de vo lumen, esta 
so luc ión p a r t i c u l a r es fác i lmente obtenib le en forma po l i nóm ica ,po r lo que en estos 
casos el problema desapa rece r ía . 
S i n embargo, ex is ten o t ros casos de fue rzds de volumen en los que no es p o -
s ib le consegu i r fác i lmente esta so luc ión p a r t i c u l a r * As imismo en los problemas no -
l inea les (p las t i c idad por ejemplo) la superpos ic ión de soluc iones deja de se r v á l i d a . -
Pa ra sa l va r este problema se ha seguido una aprox imac ión d i s t i n t a , propuesta por -
C r u s e , y que es muy ú t i l para fue rzas de vo lumen, que der i vandeuna función poten -
c i a l . Esta fo rmu lac ión es la que se presenta a con t inuac ión . 
Se habia v i s t o que la in tegra l de fue rzas dé volumen tenía la expres ión 
U , X. d fi 
ik i y 
1.6.2 
Si el vec to r de fue rzas de volumen X. pued^ d isponerse como el grad iente de 
una func ión po tenc ia l , 
X = V 0 
I 1 . 6 . 3 
X . = 0 , . 
i i 
tendremos 
U., X. d a = 
ik i y 
fi 
U., 0 , . d fi ik i y 
I 1 . 6 . 4 
Teniendo en cuenta ahora la expres ión del g rad ien te de un producto de fun -
c iones 
(U.. 0 ) , . = U M 0 + U.. 0 , . 
IK i ik I ik I 
1 . 6 . 5 
U., 0 , . = (U., 0 ) , . - U., 0 ik i ik i ik i 
que sus t i tu ida en I I . 6 . 4 permi te e s c r i b i r 
U X d ti = 
ik i y 
(U., 0 ) , . óti -ik i y 
U , , 0 d ti 
ik i y 11.6.6 
• (2 
Ap l i cando el teorema de la d i ve rgenc ia a la p r i m e r a de las in teg ra les del se_ 
gundo miembro se puede pasar a in teg ra l de s u p e r f i c i e quedando. 
U , X . d ñ = 
ik i y 
ü , 0 n d í l -
ik i y 
5 ti 
U , , 0 ó ti 
ik i y 
I i . 6 . 7 
donde n es la normal al con to rno en el punto de campo y . 
i 
En este momento es p r e c i s o hacer la sa lvedad de que la in tegra ! de s u p e r f i -
c ie a n t e r i o r ex is te en el sent ido de Cauchy ya que p resen ta una s i ngu la r i dad clebil -
cuando se in tegra desde un-punto del c o n t o r n o . 
La segunda in tegra l se puede también pasar al con to rno expresando el tensor 
de movimientos U , en func ión del vec to r de G a l e r k i n , según la exp res ión A l . 10 
ik 
Ü ¡ k ~ * « k ' l l 
1 
2 ( 1 - v ) 
I k ' l i 
I I . 6 . 7 
y teniendo en cuenta la expres ión del lap lac iano de Un vec to r en func ión del g rad ien 
te de la d i ve rgenc ia y del ro tac iona l del ro tac iona l 
2 
V V = V. ( V . v) - V x ( V x v ) 
y en forma ind ic ia l 
v . , = v , - e. e v , 
i II I l i imn npo o pm 
I I . 6 . 8 
donde e es el índ ice de permutac ión de f in ido como 
¡ jk 
1 ¡ ¿ j ¿ k permutac ión par 
e . = - 1 i ^ j ^ k permutac ión impar 
>jk 
. 0 i = j , j = k , k = i 
I 1 . 6 . 9 
Ap l i cando la exp res ión I I . 6 . 8 al p r i m e r te rmino del segundo miembro de la= 
expres ión I I . 6 . 7 se puede e s c r i b i r 
U = X.. , . . - e . e X . , 1 • X.. 
ik Ik h imn npo ok pn ^ • I k l i 
y operando 
1 - 2 v 
U.. = x , , » , . - G . e X , , 
2(1 v) ' m n ° 
I I . 6 . 1 0 
P o r tanto la d i ve rgenc ia de U , que aparece en la in tegra l de volumen que -
ik 
quedaba se rá 
n ] ~ 2 v U.. = X e. e X . , 
' 2(1 v) ' m n ° p m ' 
i i 1 " 2 v U = x , . . . 
, k ' 2 ( 1 - v ) , k 
.6.11 
ya que la d i ve rgenc ia del ro tac iona l de un vec to r es ce ro , 
Sust i tuyendo en I I . 6 . 7 tendremos 
U., X . d f i = 
ik i y 
w • 1 - 2 v 
U . k 0 " l d V - 2 ü : - v ) 
6 J2 
x. , $ á a 11 .6 .12 Ik 111 y 
I 1.6 
Observando esta ú l t ima in teg ra l vemos que para k f i j o , es d e c i r para una 
ecuación in tegra l c o n c r e t a , la func ión sub in tegrando co r responde al p roduc to del -
lap lac iano de una func ión Xj>| por o t ra func ión 0 . Es pos ib le pues a p l i c a r el teore-
ma de Green , en la fo rma 
[ x,. t . 0 . . . - x 0 ] d a = Ik I i i Ik l i i y X,.
 n . ds -Ik I l l y 
6 Si 
0 X , .» , - n - d s Ik l i i y 
6 Ü 
I I . 6 . 1 3 
En el caso de que la d i ve rgenc ia del vec to r de fue rzas de volumen sea c o n s -
tante 
X . , . = K ; 0 , . . = K 
i i o i i o 
I I . 6 . 1 4 
podremos e s c r i b i r 
X . i » . . . 0 d a = Ik l n y X,. t , 0» . n ds -Ik I i j y 
6 a 
$ X,, ».. n . ds - K Ik h i y o 
6 Si 
X l k ' | d ° y 
11 .6 .15 
y apl icando el teorema de la d i ve rgenc ia a esta ú l t ima i n t e g r a l , tendremos de f i n i t i va 
mente todas las in tegra les pasadas al con to rno del domin io . 
X,|> ... 0 d f i = Ik l n y X . i >. £>,. n. ds -Ik I I I y 
<s a 
0 X ,, »,. n - ds - K 
Ik Ii i y o 
5 n 
* Ik " l ^ y 
6 (2 
I1.6.16 
Sust i tuyendo esta exp res ión en I I . 6 . 1 2 . Sust i tuyendo el v a l o r de I I , en fun 
ik -
c ión de x,. e n ' a p r i m e r a i n t e g r a l , tendremos en de f i n i t i va 
IK 
U , X d f i 
ik i y 
T-2_v_ 
2(1 — v ) 
X , 0 n. ds -
ik h i y 
6 Si 
^ . e x , , 0 n.ds + 
imn npo ok pm i y 
6 Si 
1_-2 v_ 
2 ( 1 - v ) 
x , 0 , . n. d$ -
Ik I i i y 
1 - 2 
6 SÍ 
2(1 - v ) 
0 ,, >,- n - d s Ik l i i y 
6 n 
- K 
1 - 2 v 
2 ( 1 - v ) 
X tu n! ds Ik I y 
6 12 
y agrupando té rm inos 
U , X. d f i = + 
ik i y 
1 - 2 v 
2 ( 1 - v ) 
X M 0 , . n. ds -Ik I i i y 
6 Si 




2 ( 1 - v ) 
X n ds 
Ik I y 
I 1 . 6 . 1 7 
5 Si 
Esta expres ión se puede mod i f i ca r a lgo más de forma que sólo aparezcan las 
fuerzas de volumen en la ecuación y no la func ión po tenc ia l . Efect ivamente si v o l v e -
mos por un momento esta in tegra l a una de vo lumen, tendremos 
[ e. e x , > 0 ]n. ds = 
imn npo ok pm i y 
4 6 Si 
[ 5 e X , » 0 ] , . d f l . = imn npo ok pm 1 1 
J Si 
e. e x , » . d f i + imn npo ok pmi y e . e x , > 0,. d Si imn npo ok pm 1 y 
I I . 6 . 1 8 
Si 
I 1.6 
La p r i m e r a de estas ecuaciones de nuevo es c e r o pues represen ta la d ive r -
gencia de un r o tac i ona l . Centrándonos en la segunda y recordando la conocida ex -
p res ión 
V . ( v x V x w ) = v ( V x V x w ) - ( V x v ) . ( V x w ) I 1 . 6 . 1 9 
En nuest ro caso se puede e x p r e s a r en forma ind ic ia l como 
( e . e X . » 0 , ) , . = 0 , . e. e x , , - ( e . ) imn npo ok p m i i imn npo ok pm imn im 
. ( e X , , ) 
npo ok p I I . 6 . 2 0 
El u l t imo de estos sumandos es nu lo , ya que fe 0, ) r ep resen ta el r o t a -
imn im 
c ional del g rad ien te de la func ión $ que como sabemos es s iempre c e r o . En d e f i n i t i -
v a , sust i tuyendo la expres ión I I . 6 . 2 0 en I I . 6 . 1 8 teniendo en cuenta el resu l tado an 
t e n o r . 
[ e. e x , > 0 ] n. ds = imn npo ok pm i y 
*6 si 
[e. £ x , , 0 , ] , . d fi = 
imn npo ok p m i y 
[ e . e x , » ] n. ds imn npo ok p m i y 
6 SI 
donde de nuevo hemos apl icando el teorema de la d i v e r g e n c i a . 
I1.6.21 
In t roduc iendo esta exp res ión en la ecuación I I . 6 . 1 7 y teniendo en cuenta 
que = X se t iene en de f i n i t i va 
m m 
I I .6 
U X. d f i = 
ik i y 
1 - 2 v 
- K 
2(1 - v ) 
1 - 2 v 
X , , X. n. ds -
Ik I i i y 
6 ft 
[ e. e x , , X ] n. ds -imn npo ok p m i y 
6 9, 
o 2 ( 1 - v ) 
que es la ecuación buscada. 
• i n ds 
Ik I y 
I I . 6 . 2 2 
6 ft 
Resumiendo podemos d e c i r que para fue rzas de volumen que de r i van de un -
po tenc ia l , es pos ib le el pasar la i n teg ra l de volumen co r respond ien te a in teg ra les -
de s u p e r f i c i e , según ind ica la exp res ión I I . 6 . 2 2 , que podemos ag rupa r en la forma 
s igu iente 
a 
U., X. d a = 
ik i y 
6 ft 
E . X ds + 




donde, s i tenemos en cuenta que 
e e = 6 5 - ó 6 
jmn npo j p mo jo mp 
Se t iene 
I I . 6 . 2 3 
1 - 2 
ik 
2(1 - v) 
n. - x , n + x.. n . Ik I i ik p p j k i j 
1 -2 v 
F, = - rv- , K x n k 2 ( 1 - v ) o Ik I 
I I . 6 . 2 4 
I 1.2 
Las expres iones de los tensores a n t e r i o r e s pueden obtenerse para el caso 
t r i d imens iona l , teniendo en cuenta que 
1 
r 5 X., = 
, k 8 TTG , k 
I 1 . 6 . 2 5 
siendo r la d is tanc ia | |y - x|J desde el punto donde se ap l i ca la ca rga x al punto de -
campo y . 
Con el lo se t iene 
•r 1 T 1 ~ 2 V * 1 E = L r , n. - r , n 6 + r , . n J 
, k 8 i rG 2 ( 1 - v ) k ' P P l k ' k 
I 1.6.26 
( 1 - 2 v ) 
= k r n 
k 16t tG(1-V) . ° k 
Todavía es necesar io el t ra tamien to de la in teg ra l de volumen que aparece -
en el cá l cu lo de las tensiones en puntos i n t e r n o s , es d e c i r de la i n t e g r a l . 
D , X d fi 
i j k i y 
I 1 . 6 . 2 7 
Recordando que esta in tegra l aparec ía como consecuencia de la ap l i cac ión= 
del operador de Lame a la in tegra l an te r i o rmen te t r a t a d a , podremos e s c r i b i r en d e -
f i n i t i v a . 
D.. . X, d n = i j k k y G. X, ds + i j k k y 
<5 8 
H . ds 
|J y 
I 1 . 6 .28 
6 ti 
donde 
i j k Ik I ij ik j j k i 
11 .6 .29 
H . . = XF , ; , 6 . . + G ( F . ; . + F . ; . ) 
i j I I »J i J J i 
Las expres iones de estas tens iones son las s igu ientes 
1 2 
G . = [ (1 -2 v ) ( r , . r . n. + r , . r , n.) + 
, j k 1 6tt (1 - v) (1 -2 v) J k ' ' k J 
+ 4 ( 1 - v ) (1 - 2 v ) r , . r , . n, ] + [ ( 1 - 2 v ) (6 n . + 6 n.) -
. i j k ik j j k i 
- (4 - 6 v ) 6 n ] - [ 2 ( 1 - v ) ( 1 - 2 v ) ( 6., r , . + 6., r , . ) + 2 v 5 . r . ] 
ij k ik j j k i ij k 
11.6430, 
K 
H . . =-,-c—n r [ 2 v r . n 6. . + ( 1 - 2 v ) ( r , . n . + r , . n . ) ] 
ij 16 tt(1-V ) I I ij 1 j j 1 
El que esta der i vada en el i n t e r i o r de la i n t e g r a l , así como las p rop ias i n t e -
g r a l e s , t ienen sent ido , es ev idente , ya que la in tegra l de fue rzas volumen es no s i n -
g u l a r . As im ismo, las in teg ra les que aparecen despues de la de r i vac ión , ex is ten en 
el sent ido de Cauchy, ya que presentan de nuevo una s ingu la r i dad del t ipo d é b i l , ya= 
t ra tada . 
Pa ra t e r m i n a r , se ve rá como se t r a tan según este esquema algunas de las -
fue rzas de volumen más connunes. 





11 .6 .31 
En este caso es fác i l demos t ra r que X d e r i v a de un po tenc ia l , s in más que 
v e r que V x X = 0 . As imismo la d i ve rgenc ia del vec to r fue rzas de volumen es 
constante e igual a c e r o . 
V . X = K = 0 
- - o 
con lo que en de f i n i t i va tendremos que 
I 1 . 6 . 3 2 
- p Q 
U , X d fi = - - -
i k ¡ y 8 * G 
r 1 - 2 ' , L n, n - r , n 6 + r n J ds 
2 ( 1 - v ) p p i3 i3 k y 
fi 5 fi 
I I . 6 . 3 3 
( 2 ) . - Fue rzas debidas a bulones de tens ión . 
En el caso de que ex is tan fue rzas de tens ión debidas a un cable de -
t r a c c i ó n , las cons ide ra remos como fue rzas concentradas en el punto donde se encue_n 
t r a el bulón de a jus te , por lo que el vec to r de fue rzas de volumen se rá 
X = 
X ^ 
í «5 (P) I 1 . 6 .34 
donde X , Y , Z son las componentes de la fue rza concent rada y 6 (P) la d i s t r i b u c i ó n 
de D i rac en el punto P donde se encuent ra el bu lón . 
I 1.6 
Con e l l o tendremos inmediatamente que 
X 
Y U „ X. d fi = U., ( x , P) . 
ik i y ik 
fi 
I 1 . 6 . 3 5 
s in necesidad de u t i l i z a r el esquema a n t e r i o r . 
( 3 ) . - Tempera tu ra 
El caso de fue rzas de volumen (Good ie r ) , debido a una d i s t r i b u c i ó n de 
tempera turas en el c u e r p o , es a lgo d i f e ren te al t ra tado hasta aho ra , ya que la i n t e -
gra l que aparece en la ecuación de con to rno t iene una forma algo d i f e ren te a la t í p i -
ca t ra tada hasta ahora (C ruse ) , quedando en la f o r m a . 
a E 
1 - 2 v 
U., e d fi ik i y 
I I . 6 . 3 6 
fi 
donde 6 co r responde al incremento de tempera tu ra en cada punto de campo y a es el -
coef ic ien te de d i l a tac ión té rm ica del m a t e r i a l . 
D isponiendo de nuevo U en func ión del vec to r de G a l e r k i n y teniendo en -
ik 
cuenta que la d i ve rgenc ia del ro tac iona l es nula, podemos e s c r i b i r . 
__oE_ 
1 - 2 v 
a E 
U., 6 d i ! = 
•k i y . 
fi 2(1 - v) 
6 X . , d fi 
ik 111 y 
I I . 6 . 3 7 
y apl icando a esta ú l t ima exp res ión el teorema de Green , sabiendo que para régimen 
es tac iona r io de tempera tu ras V 6 = 0 queda 
a E a E 
e u , d fi = 
1 - 2 v i k 5 y 2 ( 1 - v ) 
a 
[ e x.. - x .. ,. e ] n ds 11.6.38 
ik ti ik i I I y 
5 fi 
que const i tuye la exp res ión f ina l buscada. 
I I I . - A P R O X I M A C I O N N U M E R I C A . I N T E R P O L A C I O N T R I D I M E N S I O N A L P A R A B O -
L I C A 
1 1 1 . 1 . - D I S C R E T I Z A C I O N Y T R A T A M I E N T O DE LAS E C U A C I O N E S INTEGRALES 
Una vez estab lec ida la f o r m u l a c i ó n del método, es necesar io r e s o l v e r las -
ecuaciones que aparecen . 
Las ecuaciones in teg ra les que aparecen en el método propuesto no son f á c i l -
mente reso lub les en fo rma d i r e c t a , y en los casos de geometr ías y cond ic iones de -
contorno comple jas es imposib le el consegu i r una exp res ión completa para la so lu -
c ión de movimientos y tensiones buscadas. Es necesar io pues acud i r a un método -
aprox imado. 
La f i l o so f í a de estos métodos en gene ra l , y pa r t i cu la rmen te del método aquí= 
p ropues to , fue d e s a r r o l l a d a en el cap í tu lo I , po r lo que en este apar tado nos l i m i t a -
remos a a p l i c a r l a . 
E l punto fundamental de esta ap l i cac ión se r e f i e r e al concepto de d i s c r e t i z a -
c i ó n , ó i n t e r p o l a c i ó n . 
Es ta cons is te en ap rox imar la func ión so luc ión (movimientos y tensiones en -
el con to rno , en este caso) como sumator io de una suma de funciones conocidas por -
unos coe f i c ien tes que suponen las incógni tas del nuevo p rob lema. 
M k 
u. = Z a. N III .1.1 
y análogamente para las tens iones . En I I I . 1 .1 las N son las funciones c o n o c i d a s , -
de f in idas en el con to rno , y a son las nuevas incógni tas a adop ta r . Natura lmente s i -
1 k 
M t iende a i n f i n i t o , y u per tenece a un espacio completo de func iones de las que N 
i 
fo rman una base, el problema es ta r ía b ien p lanteado. 
En genera l y como se ind icó en el capí tu lo I , las so luc iones u y t se t r a -
i i 
tan de encon t ra r en el espac io de Sobolev de orden 2 , que es comple to . Só lo fa l ta -
pues d e f i n i r las funciones N escog idas , lo que se r e a l i z a en el apar tado I I I .1 . 2 , -
Mmítandonos aquí a apuntar que son func iones de sopor te pequeño. 
J 
Este sopor te de las funciones está int imamente l igado con la de f i n i c i ón de -
la geomet r ía . E fec t i vamente , en la mayor ía de los casos rea les no es pos ib le def i -
n i r la geometr ía global de la super f í ce del cuerpo a t r avés de una ecuación s imp le , 
s ino que es necesar io d e f i n i r l a mediante descomposic ión en c a r t a s ó t r ozos de una= 
2 
supe r f i c i e de expres ión f á c i l , ap l i cab les a IR , y por lo tanto de "manejo f á c i l " en= 
las ecuaciones i n t e g r a l e s . 
En muchas ocasiones el con to rno es tan compl icado que se r ía necesar io u n -
numero de c a r t a s tan grande para d e f i n i r l o , que el p roceso no se r ía económico. Es 
por e l l o , que en la mayor ía de los casos se p r e f i e r e el ap rox imar la geometr ía me 
diante un número re la t ivamente pequeño de c a r t a s con una exp res ión muy f á c i l , y -
que en la medida de lo pos ib le rep resen te suf ic ientemente bien la geometr ía a efee -
tos:de p r e c i s i ó n de resu l t ados . 
Cada una de estas c a r t a s es lo que denominamos elemento, y v ienen def iní -
das por v a r i o s puntos ( t res en el caso de un t r i ángu lo p lano, se is en el caso de un= 
t r i ángu lo p a r a b ó l i c o , e tc ) . Cada uno de estos puntos que def inen un elemento se de -
nominará nodo, y a estos nodos son los que están d i rec tamente asociadas las -
func iones de aprox imac ión de la so luc ión , de fo rma que el sopor te que se asigna a -
cada una de e l l a s , co inc ida con las s u p e r f i c i e s de los elementos a los que p e r t e n e -
ce el nodo al que va asoc iada . 
Con estos conceptos p r e v i o s de aprox imac ión de geometr ía y funciones desa 
rrollad£>s en 111.1 .1 y I I I . 1 . 2 , las ecuaciones in teg ra les van a quedar reduc idas= 
a s istemas de ecuaciones l i nea les , que pueden reso l v e r s e en fo rma s tandard . 
E l cá l cu lo de cada uno de los elementos que componen las ma t r i ces que d e f i -
nen el s istema de ecuaciones se rea l i za en I I 1.2, m ien t ras que la fo rmac ión de las -
mat r i ces e in t roducc ión de las cond ic iones de con to rno se presentan respec t i vamen-
te en I I I .3 y l I l . 4 . 
Una vez def in ido el s istema de ecuac iones , es necesar io r e s o l v e r l o . El mé-
todo e leg ido para esta reso luc ión es el del g rad ien te con jugado, que se d e s a r r o l l a = 
en I I I . 5 , completándose el p roceso . 
Un problema ad ic iona l surge cuando el dominio no es homogeneo, s ino que -
está compuesto por v a r i o s subdominios homogéneos y d i fe ren tes en t re s í , ya que en 
caso de heterogeneidad más d i s t r i b u i d a el método no es ren tab le , ni comparable a -
elementos f i n i t o s . 
Es te caso es pos ib le t r a t a r l o mediante un p roceso de sub reg iona l i zac ión , -
planteando el s istema de ecuaciones i n teg ra les para cada una de estas subreg iones , 
e in t roduc iendo a p o s t e r i o r i las cond ic iones de e q u i l i b r i o y compat ib i l i dad en las -
in te r fases c o r r e s p o n d i e n t e s . 
El p roceso de planteamiento de las ecuaciones para cada subreg ión se de ta -
l la en III.1. 3 , m ien t ras que la i n t roducc ión de las cond ic iones en i n te r fase se e x p l i -
ca en I I I . 3 . 
I I 1 . 1 . 1 . - A P R O X I M A C I O N DE LA G E O M E T R I A 
Una de las fases fundamentales de la d i s c r e t i z a c i ó n cons is t ía en la aprox ima 
c ión de la geometr ía po r un conjunto de c a r t a s denominadas elementos que fuesen t r o 
zos de una s u p e r f i c i e s imp le . 
En el caso que nos ocupa se ha e leg ido la aprox imac ión p a r a b ó l i c a , po r la -
razón fundamental de que permi te ap rox imar exactamente la mayor ía de los casos -
r ea l es , y en o t ros a c e r c a r s e mucho a la r e a l i d a d . 
Los t r ozos e legidos co r responden a t r i ángu los y c u a d r i l á t e r o s a labeados, -
def in idos respect ivamente por se is y ocho nodos ( F í g . I I 1 . 1 . 1 . 1 ) . 
El problema que se-plantea a cont inuac ión es la de f in i c ión de las coordena -
das de un punto en el i n t e r i o r de uno de estos elementos , conocidas las coordena -
das de los nodos y la s i tuac ión r e l a t i v a del punto respec to a és tos . 
Esto,que aparece en el p roceso de in teg rac ión numér ica como se exp l i ca en= 
2 
I 1 1 .2 , se resue lve haciendo uso de la ap l i cac ión f = 6 fi — I R , donde fifi co -
n n 
r responde a la s u p e r f i c i e del elemento n . Ap l i cac i ón que evidentemente es fac t i b le y 
co r responde a un homomorf ismo, debido a la exp res ión fác i l escogida para6 fi , -
n 
por lo que es d e r i v a b l e , y pa r t i cu la rmen te es pos ib le c a l c u l a r el jacob iano de la -
t r ans fo rmac ión . 
F i g . I I I .1 .1 .1 
Pa ra u n i f i c a r c r i t e r i o s en lo que se r e f i e r e a t r i ángu los y c u a d r i l á t e r o s se= 
han cons iderado aquel los como c u a d r i l á t e r o s degenerados en los que se ha condensa^ 
do un lado, co inc id iendo por tanto las coordenadas de t r e s v é r t i c e s . 
El homomorfismo e leg ido va a se r el habi tualmente u t i l i zado en elementos fini_ 
tos para c u a d r i l á t e r o s planos de lados p a r a b ó l i c o s , que t rans fo rma los lados del e le 
2 
mentó en los segmentos £ =± 1 ti = ± 1 en IR . 
F i g . I I I . 1 . 1 . 2 a 
2 
F i g . I I I . 1 . 1 . 2 b 
donde la numeración de los nodos represen ta una numeración in terna que no se co -
r responderá con la numeración f í s i ca de los nodos del elemento s u p e r f i c i a l . 
La expres ión de la t rans fo rmac ión v iene def in ida a t ravés de las coordenadas 
nodales x.n n = 1 , 2 , . . . . 8 , y de unas funciones de in te rpo lac ión N ( 5 , n ) def iní 
i 
das para cada uno de los nodos, como 
* . ( 5 , Ti) = N n ( c , n ) x n i = 1 , 2 , 3 I I 1 . 1 . 1 . 1 
i i 
donde K , n £ [ - 1 , 1] y se denominan usualmente coordenadas in t r ínsecas ó natura -
les , y las funciones de forma t ienen la expres ión s igu iente con la numeración i nd i ca -
da en la F i g . 1 1 1 . 1 . 1 . 2 .Nodos de v é r t i c e , 
N n U , n ) = - 7 - (1 +K ) (1 +n ) U + n - 1) n = 1, 2 , 3., 4 I I 1 . 1 . 1 . 2 
4 o o o o 
con 
n _ n n 
o 
nodos in te rmed ios con 5 = Cte, 
J 
I I I . 1 . 1 . 3 
N n ( c , r , ) = i ( 1 -K h (1 -K .) k o j 
n = 5 , 6 , 7 , 8 
j = 1, 2 
k = 2 , 1 
1 1 1 . 1 . 1 . 4 
Dos de estas func iones para un nodo de v é r t i c e y o t r o de lado in te rmed io s e -
encuentran representadas en la F i g . I I I . 1 . 1 . 3 . 
F i g . I I I . 1 .1 .3 
Ev identemente, los elementos pueden se r alabeados de una o dos c u r v a t u r a s , 
reg lados 6 simplemente p lanos . 
Es necesar io también el c a l c u l a r el jacob iano de la t r ans fo rmac ión para lo -
cual habrá que ca l cu l a r prev iamente las de r i vadas de las coordenadas ca r tes ianas 
respec to a las n a t u r a l e s . 
Es tas de r i vadas se deducen inmediatamente de 1 1 1 . 1 . 1 . 1 , quedando 
3 x - a M n 
= ^n I I I 1 1 5 
dZ. 35 . ' 
J J 
donde las de r i vadas de las func iones de fo rma son: 
nodos de v é r t i c e 
n = 1 , 2 , 3 , 4 
n 
= 5 n (1 + K )(2K . + C ) j = 1 , 2 I I 1 . 1 . 1 . 6 
/ J o. OJ o, 
4 k k L. 9 1 J k = 2 , 1 
nodos in termedios con 5 = Cte 
j 
. .n 
3 N n , 2. 
= 1 e . (1 - 5 ) 
3 K J n = 1 , 2 , 3 , 4 
j = 1, 2 I I 1 . 1 .1 .7 
k = 2 , 1 
3 N P 
- - - - - = C . (1 + K .) 
3 5 k OJ 
k 
con lo que en de f i n i t i va el jacob iano de la t r ans fo rmac ión quedar ía 
j . 3 x 9 y 3 x 3 y ^ 2 + ^ 3 x 3 z_ _3_x _3 z + 
35 3n 3n 3? 35 3 n 3n 35 
+ ( 
3 y 3 z 
3 5 3 n 
3y_ 
3 n 
_ 3 JL) 2 
3 5 
. 1 . 1 . 8 
donde cada una de las der ivadas ha sido def in ida prev iamente. 
I I 1 . 1 . 2 . - A P R O X I M A C I O N DE L A S F U N C I O N E S SOLUCION 
Habíamos indicado que el hecho de escoger un método aprox imado para la -
reso luc ión del s is tema de ecuaciones i n t e g r a l e s , impl icaba p r inc ipa lmente la aprox_i_ 
mación de las funciones so luc ión , movimientos y tens iones , en el con to rno por una -
i n t e rpo lac i ón , def in ida en l I I .1 .1 , s iendo los coe f i c ien tes las incógni tas del p r o b l e 
ma y N las func iones de i n t e rpo lac i ón , que es necesar io e l e g i r . 
Usualmente estas funciones se e l igen de acuerdo con dos ob je t i vos fundamen-
ta les : m e j o r a r la forma del s istema f ina l r esu l t an te , y dar a los pa rámet ros a un -
i 
sent ido f í s i c o . A s í , en elementos f i n i t os se suelen escoger funciones sp l ine que ga -
ran t i zan una ma t r i z en banda y pe rm i ten i den t i f i ca r los coe f i c ien tes con los movimiej i 
tos de una s e r i e de nodos. 
En elementos de contorno no es pos ib le consegu i r una ma t r i z en banda, ya -
que las func iones de ponderac ión ( tensores de la so luc ión fundamental) están def iní -
das en todo el domin io . S in embargo con el f i n de mantener la segunda consecuencia= 
apuntada, se escogen también funciones sp l ine como funciones de i n t e rpo lac i ón , es -
d e c i r po l inomios de sopor te pequeño, y más concretamente po l inomios que tomen el -
va lo r 1 en el nodo al que van asoc iadas y c e r o en el res to de los nodos, lo que p e r -
mite una iden t i f i cac ión s i m i l a r a la indicada en elementos f i n i t o s . 
En nues t ro caso hemos seguido la f i l oso f ía de elementos i sopa ramét r i cos y -
hemos e leg ido también funciones pa rabó l i cas para ap rox imar las funciones al igual -
que h ic imos en la geometr ía . 
De esta f o rma , el va l o r 0 de una de las funciones (u ó t) en un determinado -
punto a r b i t r a r i o del con to rno vendrá def in ida por 
0 = N 0 n = 1 , 2 , I I 1 . 1 . 2 . 1 
y recordando que el sopor te de estas func iones estaba reduc ido a los elementos a los 
que per tenecía el nodo n podemos asegu ra r que esta func ión 0 va a depender tan solo 
de los v a l o r e s 0 P que tome dicha func ión en los nodos del elemento al que per tenece= 
( el punto e leg ido . 
En de f i n i t i va tendremos 
u (k) 
u (k) = < v (k) > = N . u 
w (k) 










N 1 0 0 N 2 0 0 N 8 
0 N 1 0 0 N 2 0 0 
0 0 N^ 0 0 N 2 0 0 N 
0 0 





u =< . 
w 
t = III.1.2.4 
y los v a l o r e s de N v ienen de f in idos en I I . 1 .1 .2 y 1 1 . 1 . 1 . 4 . 
I 11.1.3.— D I S C R E T I ZAC I ON. FORMULACION M A T R I C I A L DEL PROBLEMA 
La ecuación que r i ge el compor tamiento del medio en la s u p e r f i c i e venia d a -
da como 
( 6 - C ) u. + 
ik ik i 
T u ds = 
ik i y 
U , t ds + 
ik i y 
6 fi 6 fi 
E , X ds + 






Considerando que el cuerpo e lás t i co se encuent ra compuesto, po r unconjunto 
( r ) 
de subregiones homogéneas S de d i f e ren tes prop iedades e l ás t i cas , la ecuación -
I I I . 1 . 3 . 1 puede e s c r i b i r s e para cada subreg ión en la forma 
( 6 - C ) u. 4 
ik ik i 
T u ds = 
ik i y 
6 fi 
( r ) 
U , t . ds + 
ik i y 
K ( r ) 
6 fi 
E , X ds + 
ik i y 
6 fi 
( r ) 
6 fi 
( r ) 
F ds 
k y 
I I I . 1 . 3 . 2 
y deben también tenerse en cuenta las cond ic iones de e q u i l i b r i o y ccrrpat ib i l idad de -
tensiones y movimientos en i n te r fases de subreg iones co l i ndan tes , de f in idas como 
( r ) (s) 
u. (x) = u. (x) 
I I 
. ( R ) ( X ) = - ( X ) I I 
I I I . 1 . 3 . 3 
( r ) (s) 
donde x € 6 fi A 6 fi 
( r ) 
Sust i tuyendo ahora el con to rno cont inuo 6 fi de cada subreg ión ( r ) , com -
puesto de con to rno ex te rno y de in te r fases ccn res tan tes subreg iones co l i ndan tes , <-
( r ) 
por uno d i s c r e t i z a d o formado por p ( r ) elementos pa rabó l i cos 6 fi ( cuad r i l á t e ros ó 
k 
t r i ángu los ) , con n nudos cada uno y numerados de 1 a q ( r ) para cada sub reg ión , de= 
( r ) 
fo rma que d (b , c ) , rep resen ta la numerac ión global del nudo c del elemento b de= 
la subreg ión r , con 
b € [ 1 , 2 , p ( r ) ] , c € [ 1 , 2 , n ] , d € ( i , 2 q ^ J ( r ) i 
y teniendo en cuenta la i n te rpo lac ión estab lec ida en I I I .1 . 2 , podemos -
mod i f i ca r la expres ión I I I .1 . 3 . 2 en la forma 
p( r ) 
[ ( « - C . . (a ) ] u. (a ) + Z 
ik ik i , , 
b=1 
( r ) 
Z u. ( d (b ,c ) ) 
c=1 ' 
T.. , [ x a , y ( ) ] 
ik. 
6 fi, 
c P ( r ) n ( r ) 
N ( 5 , n ) J ( 5 , n ) d ^ d n = z z [ t . ( d w ( b , c ) 
b=1 c=1 ' 
ik 
1 
N ( £ , n ) J U ) d S d n + E [x ,y ( )] X. , n ) J (5 , n ) d n + IK I 
H 
F K [ X A , y ( )] J ( n ) d 5 d n ] I I I . 1 . 3 . 4 
6 a, 
donde a represen ta el número del nodo desde el que se in tegra 
La exp res ión I I I . 1 . 3 . 4 rep resen ta 3 ecuaciones in teg ra les por cada nodo y 
por cada subreg ión , por lo que se d ispondrá de un s istema de 3 q( r ) ecuaciones pa_ 
ra cada subreg ión . 
Agrupando té rminos podemos exp resa r la ecuación a n t e r i o r en forma m a t r i -
cía l como s igue . 
i i 
- r B.. u. (d (b,c)J = LA t. (d (b,c)> J + L L ik I ¿ L ik I 
b=1 c=1 be b=1 c=1 be 
p( r ) 
+ Z P 
b=1 




be 6 fi 
ct T c ( r ) 




U ¡ ( < [ x a , y ( 5 f n ) ] N ° ti , n) J ti , n) d K d n + [« - C . J a ) ] 
<5 a ik ik 
a = d ^ (b , c ) 
ik 
be 6 fi. 
T j k [ x a , y ( z , n)] N ° ( K, n) J ti , n) d C d 
6 n 
[ E [ x a , y ti , n ) ] X. ( £ , n) + F [ x y ti , n ) ] ] Jfe ,n ) d K d n 
ik ' 1 k 
b I I I . 1 . 3 . 6 
La exp res ión I I I .1 . 3 . 5 rep resen ta un s istema de ecuaciones para cada sub -
reg ión con 3.q ( r ) ecuaciones y 6 . q ( r ) incógn i tas (u y t ) . 
i i 
Cada t r i p l e t a de ecuaciones (k) del s i s tema, co r responde a la in tegra l desde 
un nodo a , mien t ras que cada t r i p l e t a de columnas represen tan las incógni tas u ó -
( r ) . 
t del nodo d (b ,c ) que se esté cons ide rando , 
i 
En de f i n i t i va la ecuación m a t r i c i a l base del método t iene la forma s igu iente= 
para cada subreg ión 
_ ( r ) ( r ) A ( r ) ( r ) ( r ) B u = A t + P I I I . 1 . 3 . 7 
v in iendo los té rminos de cada una de las ma t r i ces B , A , P a n t e r i o r e s de f in idos en -
I I I . 1 . 3 . 6 . 
A s í , por e jemplo d i remos que la in tegra l desde un nodo a f i j o sobre un ele -
mentó b conc re to produce 3 (i) x 3 (k) x 8 (c ) , es d e c i r 72 constantes de i n teg rac ión , 
para las mat r i ces A y B , y so lo 3 (k) té rm inos del v e c t o r P . 
En la exp res ión I I I .1 . 3 . 7 los movimientos y tensiones están expresados en= 
coordenadas g loba les . En gene ra l , s in embargo, los pos ib les datos se encon t ra rán= 
en coordenadas e lementa les , por lo que en la fo rmu lac ión resu l ta conveniente r e f l e -
j a r este cambio en u y t . 
En general los vec to res t se pueden exp resa r en func ión del vec to r local -
( a , t , x ) en la f o rma . 
I M 
= L T1 
L T 2 J 
I I J . 3 . 1 . 8 
y análogamente para los mov imientos , donde L rep resen ta la ma t r i z de cosenos d i r e c 
to res de la t r ans fo rmac ión de coordenadas loca les a g loba les . 
j 
Ahora b ien , la ecuación I I I . 1 . 3 . 7 se estab lece para todos los nudos de cada 
subreg ión ( r ) . 
Es tab lec iendo todas las ecuaciones de los nudos de todas las subreg iones , e 
in t roduc iendo en éste las ecuaciones de e q u i l i b r i o y compat ib i l i dad en los nudos de -
i n t e r f ase , se obt iene un s istema de ecuaciones de única so luc ión una vez c o n s i d e r a -
das las condic iones de con to rno . 
En forma m a t r i c i a l la ecuación del s is tema se rá 
B ' u = A1 t + P I I 1 . 1 . 3 . 9 
( r ) ( r ) 
donde B1 y A ' co r responden al ensambla je de todas las mat r i ces B y A mod i f i ca -
das por la ma t r i z de t r ans fo rmac ión L a f i n de que u y t puedan v e n i r es tab lec idas en 
coordenadas g lobales ó l oca les . 
p(r) 
Para terminar hablaremos del cálculo de los términos L B a ; a = d^ r \b ,c ) b=1 ' k b c 
es d e c i r los té rminos en los que hay que a ñ a d i r , el tensor C , como se exp resó en -
ik 
I I 1.1 . 3 . 6 . Estos té rminos pueden c a l c u l a r s e mediante la c ons ide rac ión de un caso 
p a r t i c u l a r de c a r g a , como es el movimiento del cuerpo como un só l ido r í g i d o , s in -
fue rzas por unidad de vo lumen. 
En este caso ¡todas las tensiones son nu las , por lo que la exp res ión -
I I I .1 . 3 . 7 para cada subreg ión queda rá . 
( r ) ( r ) 
B u = 0 I I I . 1 . 3 . 1 0 
S i nos f i jamos en una sola ecuación de este s istema ( a y k f i j as ) tendremos 
B a . (r) a ( r ) a 
D 1 k u ( d y r } (1 , 1) + B 0 ( u_ (d ( 1 , 1 ) + B_. u f o O - h 11 1 2k„ ^ 2 1 k, 1 
11 be 
+ B ! , u (a ) + + B®, , , u ( d ( r ) ( q ( r ) , 8)) = 0 111 .1 .3 .11 
2k 2 3k ( r )_ 
be q 8 
de la que se deduce inmediatamente el cá l cu lo de los té rm inos de la diagonal p r i n c i -
pa l . A s í pues,> si damos el movimiento como só l ido r í g ido u. = (1 , 0 , 0 ) , y despeja -
mos el término: buscado se t i ene . 
p ( r ) n p ( r ) n 
2 5 ^ ) R H . ; B ; K = Z S ( 1 - 6 (P) •) B A 
b = 1 C = 1 « d (b ,c ) 1 k b c b = 1 c = 1 a d (b , c ) 1 k b c 
I I I . 1 . 3 . 1 2 
y análogamente para los o t ros dos té rm inos co r respond ien tes a i = 2 e i = 3 , y pa ra -
el res to de ecuaciones i n t e g r a l e s . 
I I 1 . 2 . - CALCULO DE LAS C O N S T A N T E S DE I N T E G R A C I O N 
I 1 .2 .1 . - I N T R O D U C C I O N 
Como se v io en el apar tado a n t e r i o r , una vez d e s a r r o l l a d o el método y des 
pues de la r ea l i zac i ón de la d i s c r e t i z a c i ó n del con to rno , es necesar io el c a l c u l a r 
una s e r i e de in teg ra les que podemos r e s u m i r en la forma s igu iente : 
A. ik. 
be 






T , N ds 
ik y 
I I I . 2 . 1 . 1 
5 fi, 
E , X ds + F, ds 
ik i y k y 
6 fi . 
Na tu ra lmente , estas i n teg ra les podr ían r e a l i z a r s e ana l í t i camente , como en= 
loscasos de aprox imac ión constante o l i n e a l , pe ro debido a la d i f i cu l t ad del elemento 
pa rabó l i co , la consecuc ión de esas in teg ra les es cas i imposib le en forma a n a l í t i c a , -
p o r l l o que se ha dec id ido el r e a l i z a r l a s de forma numér i ca . 
P o r o t r o lado, y recordando l,a s i ngu la r i dad que aparecía en los tensores -
U T , para el caso de que la d i s tanc ia en t re el punto desde el que se i n t e g r a , y -
ik ik 
el elemento sobre el que se in tegra tendía a c e r o , aunque esa d i f i cu l t ad se salvaba= 
mediante la cons ide rac ión de las i n teg ra les en el sent ido de Cauchy ( I I .4) es obvio= 
que en una in teg rac ión numér ica se p r o d u c i r á n malos resu l tados cuando se in teg re -
desde un punto muy p róx imo al e lemento, y más aun, po r supuesto, cuando el nodo -
per tenezca a d icho e lemento. 
Se hace pues, necesa r i o , el r e a l i z a r una i n teg rac ión más p rec i sa a medida 
que la d is tanc ia nodo-elemento es menor , y pa r t i cu la rmen te cuando ésta es c e r o , -
es d e c i r , cuando el nodo per tenece al elementos ( i n teg rac ión adapta t iva) . 
El problema de cá lcu lo de estas t r e s ¡n tegra les se reduce pues a la in tegra 
c ión de una func ión f ( x , y , z) en la s u p e r f i c i e 6 fi de un e lemento. 
b 
Real izando el cambio de coordenadas , de forma que t ra temos el prob lema -
en coordenadas in t r ínsecas K , n den t ro del e lemento, como se ha indicado en el -
apar tado I I I .1 . 3 , la in tegra l quedará con los l ími tes normal izados en t re - 1 y +1 -
en la forma 
6 8 
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- 1 
F U , n) d S d n 
- 1 
I I 1 . 2 . 1 . 2 
donde J (£ , n ) es el jacobiano de la t r ans fo rmac ión que en el caso de elementos pa -
rabó l i cos es v a r i a b l e para cada punto del elemento y cuyo cábculo se r e a l i z ó en el 
apar tado I I I . 1 .1 . 
El p roced imien to que se ha seguido para r e s o l v e r las ¡n tegra les del t ipo -
I I I . 2 . 1 .2 es el de cuad ra tu ra de Gauss ,po r lo que prev iamente al d e s a r r o l l o del -
p roced imiento seguido en el cá l cu lo de d ichas constantes daremos unas muy b reves 
¡deas sobre este t ipo de i n teg rac ión . 
I I 1 . 2 . 2 . - P U N T U A L 1 ZA 'C IONES SOBRE LA C U A D R A T U R A DE GAUSS 
El ob je t i vo de este apar tado no responde, a la idea de un t ra tamiento comple 
to sobre las reg las de i n teg rac ión de Gauss, que hansido suf ic ientemente t ra tadas= 
por mú l t ip les au to res [ 38 ] , [45] , [i 17] , s ino exc lus ivamente j u s t i f i c a r a l g u n o s ' r e -
sul tados que se han empleado en el p roceso que s igue . 
Una reg la de i n teg rac ión de Gauss Legendre que es la que vamos a usar co -
r responde fundamentalmente a una aprox imac ión de la in tegra l en la f o rma . 
' b n 
f (x) dx = Z w f (x, ) I I I . 2 . 2 . 1 
k k 
a k=1 
donde w. co r responde a unos v a l o r e s de te rm inados , denominados pesos de la cuadra 
k — 
t u ra y x, son también abc isas determinadas con a < x, < b . 
k k 
El es tud io de la convergenc ia de las cuad ra tu ras de Gauss cuando n — « -
puede v e r s e por ejemplo en [117]. 
Natura lmente el incremento de p r e c i s i ó n en una cuadra tu ra del t ipo a n t e r i o r 
se consigue aumentando el número de puntos de Gauss, ya que e legido és te , quedan= 
automáticamente determinados pesos y abc i sas . 
El temares pues comple jo , en un problema general donde ex is ten d is t in tas= 
necesidades de ap rox imac ión . En el método de los elementos de contorno que nos -_. 1 1 ocupa es evidente que al depender las func iones in tegrando de - - - y — - - , sera ne -
r 
c e s a r i o un mayor número de puntos de i n teg rac ión cuando se in tegra desde un nodo -
sob re un elemento muy ce rcano a é l , ya que el g rad ien te de v a r i a c i ó n de la función -
•» •,• - •" 
es muy e levado. La so luc ión a este problema que se ha adoptado e s j a de segu i r un= 
método de in teg rac ión adaptativo en el sent ido de mod i f i ca r el número de puntos de -
Gauss en la in teg rac ión sobre cada elemento de acuerdo con las necesidades de pne 
c i s i ó n . 
Este p roced imien to automát ico de i n teg rac ión genera los nodos y pesos s in -
i n t e r f e r e n c i a e x t e r i o r . Consigue también el resu l tado numér ico hasta una c i e r t a -
exac t i tud p r e f i j a d a . 
La f i l oso f ía del método pues^consiste fundamentalmente en s u b d i v i d i r el ín ter 
va lo de in teg rac ión (elemento) en un c i e r t o número de sub in te rva los (subelementos)-
D . , i = 1 . . . . n , número que puede espec i f i ca r se por el usua r i o ó po r el mismo p r o 
g rama, de acuerdo con unos c r i t e r i o s de acotac ión del e r r o r de i n t eg rac i ón , y que= 
puede se r v a r i a b l e para cada uno de los i n te r va los de acuerdo con las normas de -
exac t i tud p rees tab lec idas . 
Natura lmente para poder es tab lecer estos s istemas de e r r o r se ha de supo 
ner en p r i n c i p i o una cuad ra tu ra f i j a para la i n teg rac ión sobre cada uno de estos ele 
mentos, cuad ra tu ra que normalmente suele se r de bajo o rden . 
Se consipue as í , el número de sub in te rva los ap rop iado , es d e c i r aquél en 
que el e r r o r no es grande ni demasiado pequeño de acuerdo con la exac t i tud r e q u e n 
da . A s í , s i el e r r o r es mayor que e / n donde e es el e r r o r p re f i j ado para el interva_ 
lo total^no podremos g a r a n t i z a r la p re tens ión i n i c i a l , m ien t ras que si el e r r o r es -
demasiado pequeño se ha realizado) una s e r i e de cá lcu los innecesar ios que aumenten 
el cos to de la ope rac ión . 
A cont inuac ión se estudia cada uno de estos sub in te r va l os , ya que puede se r 
que en a lgunos de e l l o s sea e fec t ivamente necesa r i a una i n t eg rac i ón con e lnúmero de 
puntos de Gauss i n i c ia lmen te f i j a d o , p e r o no en o t ros^pudiendose r e b a j a r este núme 
r o y con e l l o aumentar la ve loc idad del p r o c e s o . 
Es te p r o c e s o cont inuado pe rm i te el d i v i d i r todos los elementos y f i j a r el nú_ 
mero de puntos de i n t e g r a c i ó n en cada uno de los subelementos de fo rma que el -
e r r o r de i n t e g r a c i ó n se encuen t re debajo de una cota p r e f i j a d a . 
Es n e c e s a r i o pues , d e f i n i r tanto la cota del e r r o r como el e r r o r mismo. La 
p r i m e r a de e l l as se f i j a con unos c r i t e r i o s d i c tados po r las c a r a c t e r í s t i c a s del mé^ 
todo de los e lementos de c o n t o r n o , de f i n i endose , en el apartado | | | . 2 . 3 , m i e n t r a s = 
que el e r r o r que se cons igue en una c u a d r a t u r a de Gauss con un número de puntos 
n se c a l c u l a a con t i nuac i ón . 
I I I . 2 . 2 . 1 ERROR EN UNA C U A D R A T U R A DE GAUSS 
Olv idándonos de los e r r o r e s p rop ios del método de los elementos de c o n t o r -
no como son los debidos a la ap rox imac ión de la geomet r ía , al p roceso de d i s c r e 
t i z a c i ó n , y los debidos al res to de los p rocesos que in te rv ienen en la ap l i cac ión -
del método, como son: 
- Aprox imac iones rea l i zadas en el t ra tamien to de i n te r fases ( I I 1 .3 ) . 
- Aprox imac iones en el t ra tamien to de cond ic iones de con to rno ( I I 1 .4) . 
- E r r o r en la reso luc ión del s is tema de ecuaciones ( I I I . 5 ) . 
nos cen t ra remos tansolo en los e r r o r e s quesparecen en el p roceso de in teg rac ión -
que son los que nos van a s e r v i r para r e a l i z a r la subd iv i s ión indicada en el aparta- i 
do a n t e r i o r . 
Ex i s ten dos c lases de e r r o r e s fundamentales en todo p roceso de in tegrac ión 
nümér i ca , que co r responden a los denominados " e r r o r e s de redondeo y t runcamien to" 
Los p r i m e r o s son de muy d i f í c i l eva luac ión , ex is t iendo toda una teo r ía p r o -
bab i l i s t i ca en el cá lcu lo de éste t ipo de e r r o r . Su t ra tamien to además es muy com -
p ie jo y p rác t i camente se encuent ran tota lmente encub ie r tos po r el res to de e r r o r e s = 
de redondeo que aparecen en el p roceso comple to . 
E l e r r o r de t r jnccfn iento s in embargo co r responde prec isamente al e r r o r que 
se cometer ía al i n t eg ra r una determinada func ión en un determinado i n t e r v a l o , su -
puesto que ésta se r e a l i z a "exac tamente" mediante un p roceso de in teg rac ión numen 
ca de Gauss. Es d e c i r el e r r o r 
E = f (x) dx - Z 
k=1 
w f ( x . ) ] 
x k I I I . 2 . 2 . 1 . 1 
Este e r r o r s f es ca l cu l ab l e , o al menos de fác i l aco tac ión , y es el que va -
d i rec tamente asociado al p roceso de i n teg rac ión pudiéndose m e j o r a r mediante un a u -
mento conveniente del número de puntos de i n t eg rac i ón . Se rá pues el que nos s e r v i -
rá para r e a l i z a r el p roceso de subd iv i s ión an te r i o rmen te d e s c r i t o . 
El cá l cu lo del e r r o r detruncamiento suele r e a l i z a r s e mediante dos métodos -
d i s t i n tos : acotac ión mediante las de r i vadas de la func ión sub in tegrando, y mediante= 
la t eo r i a de func iones ana l í t i cas . Nos vamosa c e n t r a r exc lus ivamente en el p r i m e r o , 
pues, como se ve en I I I . 2 . 3 , es el más aprop iado para el t ipo de funciones integra_n 
do que vamos a mane ja r . Un deta l lado estudio de ambos t ipos de e r r o r e s puede v e r s e 
por ejemplo en [ 3 8 ] . 
2n 
Sea f la func ión in tegrando con f e c [a , b ] donde n es el numero de pun -
tos de Gauss de la cuad ra tu ra que vamos a d e f i n i r , y [ a , b ] el i n t e r v a l o en el que 
vamos a i n t e g r a r . 
De f in i remos un espacio seminormado 
x = | f e c 2 n [ a , b ] } I I I . 2 . 2 . 1 . 2 
en el que se def ine la seminorma 
b 
f | f n + 1 ( x ) | Z dx 
Sea E £ X1 el funcional l ineal de f in ido sobre X 
I I 1 . 2 . 2 . 1 . 3 
(E :X - — I R ) ( E (f) = 
>b 
a 
f(x) - 2 w. f(x ) ) 
k=1 k k 
I I I . 2 . 2 . 1 . 4 
donde w, y a < x, < b son f i j o s y co r respond ien tes a los pesos y abc isas de la cuadra 
k k — 
tu ra de Gauss de n puntos , por lo que 
( E (p (x) = 0) ( V p (x) 6 Pn) I I I . 2 . 2 . 1 . 5 
s iendo Pn el con junto de po l inomios de grado n . 
Entonces se t iene 
1 ( V f £ X) (E (f) = 
n ! 
f n + l ) (x) K (x) dx 
donde K (x) se denomina núcleo de Peano y t iene la forma 
1I 1 . 2 . 2 . 1 . 6 
K ( x ) = — - - E [ (t - x ) n ] 
n ! 
I I I . 2 . 2 . 1 . 7 
( t - x ) = + 
(t - x) 
0 
t > x 
t * X 
M I . 2 . 2 . 1 . 8 
La notac ión E s ign i f i ca que el func ional E se ap l ica a la v a r i a b l e t en ( t - x ) . 
t + 
Es te teorema denominado de Peano es la base de cá l cu lo del e r r o r de trunca-
mien to , y su demost rac ión puede encon t ra r se por ejemplo en Engels [45 ] . 
1 
El núcleo K (x) es evidentemente de c lase C [ a , b ] y co r responde a u n a -
func ión sp l ine con sopor te en [ a , b ] 
S i ap l icamos a la exp res ión I I I .2.2.-1>. 6 la des igualdad de Schwar t z pode-
mos e s c r i b i r 
E (f)| < ( 
n ! 
f n + 1 ( x ) | 2 d x ) * ( JK ( x f d x ) * 
E (f) = — II f II ( K ( x ) | 2 dx ) J . 2 . 2 . 1 . 9 
E í f ^ - J - ( 
n ! 
| K (x) | dx)1 I I I . 2 . 2 . 1 . 1 0 
Hemos obtenido pues la norma del o p e r a d o r , así como una cota para él que= 
e ra prec isamente lo que se iba buscando. 
El teorema de Peano es de g ran genera l i dad , pero el p r e c i o que se ha de -
pagar es el cá l cu lo del núcleo K (x) según la exp res ión I l I . 2 . 2 . 1 . 7 . P a r a el caso= 
de cuadratura de Gauss este núcleo está tabulado en S t r o u d y Sec res t [117 ] . 
S i n embargo para este caso p a r t i c u l a r puede l l ega rse a una s imp l i f i cac ión -
que permi te t r a b a j a r más cbmodamente, pa r t i cu la rmen te con un método adaptat ivo -
como el p ropuesto en I I . 2 . 1 que necesi ta de una acotac ión del e r r o r fác i l de u s a r . 
Es ta s imp l i f i cac ión v iene def in ida por el s igu iente teorema. 
Sea f (x) £ X , entonces 
'b 
E (f) = f (x) dx - £ w f(x ) 
k=1 k ' K (2n) ! K : 
a < n < b 
I I I . 2 . 2 . 1 . 1 1 
La demost rac ión es s imple y la rep roduc imos a cont inuac ión de Dav is y Rab[ 
nowi tz [ 38] . 
S i h 0 , es el ún ico po l inomio de c lase P , para el cual 2 n - l 2n-1 
h 0 (x. ) = f (x. ) 2n-1 k k 
h' (x ) = f ' (x . ) 
2n-1 k k 
k = 1 , 2 , . . . . n . 2 . 2 . 1 . 1 2 
se puede e s c r i b i r de acuerdo con el teorema elemental de in te rpo lac ión de pol ino -
mios 
f ( 2 n ) ( 5 ) 2 2 I 2 
f (x) = h_ . (x) + (x — x ) (x - x_) (x - x ) 
2n-1 . .. 1 2 n 
( 2 / i ) 
1 . 2 . 2 . 1 . 1 3 
donde e s cont inua pues f C ^ n . 
In tegrando esta expres ión en t re a y b y empleando el teorema del v a l o r rtie-
(2n) 
d io en la in tegra l que co r responde a f tenemos 
f (x) dx = h dx + 
a 2 n _ 1 2n! K 2 n 
I I 1 . 2 . 2 . 1 . 1 4 
donde 
K (x - x ) 2 (x - x j 2 
i z 
(x - x ) dx 
n I I I . 2 . 2 . 1 . 1 5 
que co r responde al coe f i c ien te de no rma l i zac ión del po l inomio de Legendre de grado 
n *Fn e ' caso de a = - 1 y b = 1 y x x x las abc isas de la cuadra tu ra de -
1 2 n 
Gauss toma el v a l o r 
K 2 = _ L 
n n 
2 
. 2 . 2 . 1 . 1 6 
Teniendo en cuenta por ú l t imo que 
b h dx = Z W k f ( V 
k=1 
I I I . 2 . 2 . 1 . 1 7 
ya que la reg la de Gauss de n puntos in tegra exactamente pol inomios de grado hasta= 
2n - 1 . 
Sust i tuyendo I I 1 . 2 . 2 . 1 -16 y I I I . 2 . 2 . 1 . 1 7 en I I I . 2 . 2 . 1 . 1 4 se obt iene la -
exp res ión f ina l para el e r r o r en el caso de cuad ra tu ra de Gauss - Legendre 
f ( 2 n ) ( n ) 
2n ! 2 
I I I . 2 . 2 . 1 . 1 8 
de la que se hará uso en los apar tados s igu ien tes 
I I I . 2 . 3 . - S U B D I V I S I O N EN S U B E L E M E N T O S . CALCULO DE I N T E G R A C I O N DE 
LOS PUNTOS DE I N T E G R A C I O N EN CADA ELEMENTO 
La in teg ra l I l I . 2 . 1 .2 es la que habrá que r e a l i z a r numéricamente con la -
mayor p r e c i s i ó n pos ib le den t ro de la economía y de acuerdo con las p remisas an te -
r i o r e s . Pa ra consegu i r esta p r e c i s i ó n se puede segu i r un p roceso de subd iv i s ión -
del elemento en d i s t i n tos subelementos, de fo rma que den t ro de cada uno de e l los se 
r e a l i c e la i n teg rac ión numér ica , con lo cual podr ía aumentarse el numero de pun -
tos de in teg rac ión en el elemento g loba l . 
Es d e c i r , puede c o n s i d e r a r s e esta in tegra l I como la suma de d i s t i n tas i n -
teg ra les p a r c i a l e s en la forma 
N N. 
1 " 2 
= Z Z 
i=1 j=1 | J 
I I 1.2.3.-1 
donde I rep resen ta la i n teg rac ión sobre el subelemento i , j y N y N 0 son el núme> i j 1 2 -
ro de subelementos en la d i r e c c i ó n co r respond ien te a £ y n respec t ivamente -
( F i g . I I I 2 . 3 . 1 ) 
TI 
I 1 . 2 . 3 . 1 
La in tegra l numér ica de la func ión sobre cada subelemento se r e a l i z a r á s e -
gún el esquema de in teg rac ión de Gauss, con puntos de in teg rac ión norma l i za -
dos en t re - 1 y 1 . En nues t ro caso las coordenadas del elemento global están norma 
l i zadas , pe ro no las de cada subelemento. Es pues necesar io el r e a l i z a r una según 
da t r ans fo rmac ión de coordenadas , de i n t r í nsecas elementales a i n t r ínsecas sub 
e lementa les . 
Esta t r ans fo rmac ión v iene def in ida por la exp res ión 
5 sub 
5 e l . — + C t e . I I i . 2 . 3 .2 
N. 
donde la constante representa la coordenada in t r ínseca elemental para el punto del 
subelemento donde 5 sub = 0 , es d e c i r , el c e n t r o de gravedad del subelemento. 
i 
En d e f i n i t i v a , si queremos t r a b a j a r en coordenadas subelementa les , de -
forma que estas v a r i e n en t re - 1 y 1 , para poder a p l i c a r la cuad ra tu ra de Gauss, -
en cada uno de e l l o s , se rá también necesa r io el m u l t i p l i c a r cada in tegra l I . . por -
U 
el jacob iano de la t r ans fo rmac ión que es 
s = 
3_5_el _ 
3 5 sub 
3 ne l 
3 5sub 
3 5 el 
3 n sub 
3TI el 







Con e l l o la i n teg ra l I I I . 2 . 3 . 2 quedará en la fo rma 
N 1 N 2 
N 
Z 




I . . ( K sub , n sub) 
U 
I I I . 2 . 3 . 4 
donde ahora s i es pos ib le c a l c u l a r cada i n t eg ra l I ap l i cando la c u a d r a t u r a de -
|J 
Gauss u s u a l . 
A s í , s i pa ra el subelemento i , j e leg imos X ^ ( i , j ) puntos de Gauss en -
la d i r e c c i ó n Z, y X j ) puntos en la d i r e c c i ó n ny los pesos de cada punto kl de -
la mal la de f in ida en e lsube lemento i , j los denominar los como ^ w K'. I 
pa ra cada una de las d i r e c c i o n e s respec t i vamen te , cada una de" las i n t e g r a l e s i , j 
quedará en la f o rma 
|J 
1 
•1 J - 1 
1 
F ( £ sub,TI sub) dC sub d TI sub = 
X - j O j ) X 2 < i , j ) 
Z 
k = 1 = 1 
X1 ( í , j ) X 2 ( ¡ , j ) k J 
w. w. . F (£ sub , n sub) 
k r 
y la i n teg ra l to ta l I I I . 2 . 3 . 1 po r tanto 
- 1 J - 1 
F ( £ e l , TI e l ) d £ el d ne l = 
I I I . 2 . 3 . 5 
. 2 . 3 . 6 
n I v / 1 " » y ¡ - j ) x / i . j ) k , 
K l • Z Z Z Z w, w. . F ( c sub TI sub) 
N , N r t „ . , , „ , , k I 
1 2 =1 j = l k=1 =1 
1 
Natura lmente , para la cuad ra tu ra de Gauss , X X , e legida para cada sub 
elemento, v ienen f i j ados d i rec tamente los pesos w. 1 , w a s í como las coordena 
k I , ' 
das (Z sub, TI sub) de cada punto de i n teg rac ión ó lo que es lo mismo también las -
coordenadas e lementales de cada punto de i n teg rac ión que venían dadas en func ión -
de las a n t e r i o r e s por la exp res ión I I I . 2 . 3 . 2 . Esta expres ión algo más desa r ro l l ada 
puede e x p r e s a r s e como 
1 - 2i+ K sub 
K el = 1 + 
TI el = 1 + 
N i 
I I I . 2 . 3 . 7 




v in iendo K sub y TI sub de f i n i das , como se ha d i cho , por la cuad ra tu ra de Gauss -
c o r r e s p o n d i e n t e . 
En d e f i n i t i v a , se observa que para r e a l i z a r la i n t eg rac i ón , es necesar io el = 
cá lcu lo de los v a l o r e s N^ , N 2 , X ^ ( i , j ) , X ( ¡ , j ) y el cá lcu lo de la func ión F en cada 
punto de i n teg rac ión . El número de subelementos en cada d i r e c c i ó n , y el número de= 
puntos de in teg rac ión a u t i l i z a r en cada d i r e c c i ó n de cada subelemento, se rea l i za -
mediante un p roceso de subd iv i s ión que se de ta l l a rá seguidamente. 
La func ión F por o t r o lado, v a r i a r á de acuerdo con la in tegra l a c a l c u l a r , -
según sea la co r respond ien te a A™ , B ó F y su cá l cu lo se es tud ia rá en el epígra 
¡ j ¡ j ' 
fe I I 1 . 2 . 4 . 
El número de subelementos y de puntos de in teg rac ión en cada uno de e l los -
se r e a l i z a de acuerdo con la p remisa de consegu i r una i n teg rac ión con un e r r o r in -
f e r i o r a una p r e f i j a d o , igual para todas las i n teg ra les que se r e a l i z a n . E l c r i t e r i o -
de acotac ión del e r r o r de in teg rac ión e leg ido es el propuesto por Stro i r i y S e c r e s t , 
y c¡ tado en I I I . 2 . 2 . 
E l p roceso c o n s i s t i r í a pues en e l e g i r una cota de e r r o r máxima e i r c a l c u -
lando las de r i vadas 2 X - esimas del inte.grando hasta que una de e l l as fuere me-
i 
ñor que la cota e leg ida . 
En nues t ro caso , s in embargo, y debido a la comple j idad de los in tegrandos 
es p rác t icamente impos ib le el cá l cu lo de las de r i vadas 2 X - ésimas para cada -
i 
una de las ¡n tegra les p ropues tas . P o r e l l o , se va a u t i l i z a r una exp res ión s i m p l i -
cada del in tegrando que co r responde al término de los in tegrandos que más rap i -
damente v a r í a en las p rox im idades de la s i n g u l a r i d a d , es d e c i r el o rden mayor de -
s i ngu la r i dad de las func iones in tegrando , que evidentemente co r responde a la ma -
yo r fuente de e r r o r en estas ¡n teg ra les . Este té rm ino es - - - ^ r para las funciones= 
f r 
sub in teg ra les que nos ocupan. T raba ja remos con este t é r m i n o a p a r t i r de este mo -
mentó. 1 
Aun con esta s i m p l i f i c a c i ó n , las de r i vadas 2 X - esimas respec to a ? y ri 
i 
son muy compl icadas en elementos p a r a b ó l i c o s , por lo que es necesar io añad i r -
o t r a s e r i e de s i m p l i f i c a c i o n e s . 
A s í , si suponemos que el elemento no es muy d i s t o r s i o n a d o , lo que o c u r r e 
normalmente, ya que en caso c o n t r a r i o s i g n i f i c a r í a una mala d i s c r e t i z a c i ó n , y -
3 s 
por tanto malos resu l t ados , el rég imen de v a r i a c i ó n del jacob iano para cafla 
3 
d i r e c c i ó n , y en las zonas ce rcanas a la s i n g u l a r i d a d , será pequeño f r e n t e a la va_ 
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Suponiendo también que la der i vada 2 X _ - ésima de ( " y ) respec to a fe 
p 
en el punto del elemento más ce rcano al nodo desde el que se i n t eg ra , nunca es -
mayor que la der i vada 2 X -és ima con respec to a r (vease F i g . I I I . 2 . 3 . 2 ) , se= 
i 
tendr ía 
2 X , 1 , 3 1 < — f } 
r 
2 X 
3 5 . i « 
2 X 1 
3. 1 ( — 2 » 
r 
a r 2 X • 3 r i 
, 3 s 2 X. < > , 
i 
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. 2 . 3 . 9 
y el v a l o r mayo r , de esta d e r i v a d a , c o r r e s p o n d e r á , evidentemente al punto con -
* i 
d i s tanc ia r al nodo desde el que se in teg ra menor . As i . . | 
ERROR = 
- 1 - 1 
1 2 
F (c» n) d s d r j - Z Z 
k= l 1=1 
w. w F (5 , , n ,) -
-1« - 1 
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a . = I I I . 2 . 3 . 1 1 i 
2R 
es fác i l deduc i r de la a n t e r i o r 
2 2 X. 
ERROR ¿ - - — z (2 X. + 1) a . ' I I 1 . 2 . 3 . 1 2 V1 
R 2 
I I 
El e r r o r máximo que puede o c u r r i r queda ya determinado por la exp res ión -
I I I . 2 . 3 . 1 2 . Es necesar io ahora e l eg i r una cota de e r r o r de forma que este esté -
s iempre debajo de aque l la . 
Es ta cota se e leg i rá v a r i a b l e , de fo rma que sea p ropo rc iona l a l p roduc to del 
á rea del e lemento , ( lo que en p r i n c i p i o ind ica que el e r r o r de in teg rac ión se rá menor 
para elementos más pequeños, y al i nve rso del cuadrado de la d is tanc ia mín ima , -
( e r r o r e s mayores para d is tanc ias menores) , lo que es razonab le . 
En de f i n i t i va 
COTA = K . A r e a I I 1 . 2 . 3 . 1 3 
R 




- - - - - - - i (2 A + 1 ) a 2 X ' < K - - - - . A r e a I I I . 2 . 3 . 1 4 
R 2 ¡=i 1 R 2 ; 
y recordando que el jacobiano se cons ideraba cons tan te , este será p ropo rc iona l al 
á rea del elemento (en elcasoplaro qjeel jacob iano s í es constante se t iene J = 
por lo que en de f i n i t i va se tendrá 
2 2 X. • 
Z (2 X + 1) a . ' = 2 C t e . I I I . 2 . 3 . 1 5 
1=1 i : i 
y s i suponemos aproximadamente iguales los e r r o r e s en cada d i r e c c i ó n , para cada= 
una de e l l as la acotac ión vendrá def in ida p o r 
2 X ¡ s • 
(2 x . + 1) a . i - c t e I I I . 2 . 3 . 1 6 
Esta constante está f i jada por la exper ienc ia y está re lac ionada con el nú-
mero de puntos de Gauss que es necesar io s i t u a r en un a r co de un rad ián para c o n -
segu i r un e r r o r igual al de f in ido po r I I 1 . 2 . 3 . 1 2 , in tegrando desde el c e n t r o . 
E fec t i vamente , en el caso de este a r c o r = R para todo punto y -
3 s L R 
3 l 
para el a rco de un r a d i á n . 
2 2 
P o r tanto 
R 
a . = ( - ) 2 X¡ = - - - - -
2R 2 X ¡ 4 
I I I . 2 . 3 . 1 7 
Cte = (2 X . + 1) — - 1 -
I 2 X . 
4 ' 
donde es el número de puntos de i n teg rac ión reque r i dos para consegu i r una cota 
de e r r o r igual a la a n t e r i o r en el a r c o de un r a d i a n . 
Resumiendo, para l l ega r a la exp res ión 1 I I . 2 . 3 . 1 6 se han seguido una s e -
r i e de s imp l i f i cac i ones , en t re las que se encuent ran 
( 1 ) . - Se establece el e r r o r máximo para la func ión ( — q u e co r responde : 
r 
a la mayor s i ngu la r i dad de las func iones i n t e g r a l e s . 
( 2 ) . - El jacob iano de la t r ans fo rmac ión coordenadas ca r tes ianas -coo rdena 
das na tu ra les se cons idera constante en las p rox imidades del punto más cercano -
del elemento a! nodo desde el que se i n t e g r a . 
( 3 ) . - Se supone que la v a r i a c i ó n de r respec to a s es i n f e r i o r a la v a r í a -
c ión respec to a r , lo que es c i e r t o para elementos poco d i s to r s i onados . 
En cuanto a la cota elegida para el e r r o r les supuestos son: 
( 1 ) . - Es igual en ambas d i r e c c i o n e s . 
( 2 ) . - Es p ropo rc iona l al p roduc to de - - po r el á rea del e lemento. 
R 
Una vez def in ida la acotac ión del e r r o r , es necesa r io p r o c e d e r á ! cálculo-
de puntos de i n teg rac ión . en cada d i r e c c i ó n que cumple I I I . 2 . 3 . 1 6 . 
P a r a e l lo se ha de c a l c u l a r p rev iamente la d is tanc ia mínima del punto al -
a s e lemento, R y el v a l o r de que aparecen en I I I . 2 . 3 . 1 6 (natura lmente supues 
3 C. 
ta f i j ada la constante) , y a cont inuac ión se procede a la subd iv i s ión . En los epí -
g ra fes s igu ien tes , se es tud ia rá brevemente el p roced imien to de cá lcu lo de las -
magnitudes a n t e r i o r e s y a cont inuac ión el p roceso de subd i v i s i ón , tanto en nodos 
s i tuados fuera del elemento sobre el que se in teg ra como s i tuados en é l . 
I I I . 2 . 3 . 1 CALCULO DE LA D I S T A N C I A M I N I M A DE UN PUNTO A UN 
ELEMENTO 
El p roceso de cá lcu lo es de forma i t e r a t i v a , t ra tando de encon t ra r el punto= 
del e lemento, que es i n te r secc ión de la normal a la supe r f i c i e del e lemento, t razada 
desde el punto de i n t eg rac i ón , en d icho e lemento, que , evidentemente se rá el punto 
de d is tanc ia mínima al nodo s i n g u l a r , con la salvedad de cons ide ra r elementos poco= 
degenerados. 
En el caso más usual de que la normal a la supe r f i c i e pa rabó l i ca , que defi -
nen los nodos del e lemento, no «¡ntersecte sobre é l , se cons ide ra rá el punto del e l e -
mento más ce rcano al punto i n te r secc ión ideal (vease F i g . I I 1 . 2 . 3 . 1 . 1 ) 
P lano tangente al 
elemento en el 
C D G 
F i g . | 1 | . 2 . 3 . 1 . 1 
El p roceso comienza ca lcu lando la d is tanc ia del nodo a un punto in i c ia l del -
e lemento, por ejemplo el cen t ro de gravedad de este ( 5 = 0 , n = 0) , así como el -
vec to r u n i t a r i o de dicha d i s tanc ia . 
A con t inuac ión , se ca lcu la la d i r e c c i ó n , en coordenadas in t r ínsecas de la -
p royecc ión de la d is tanc ia D sobre el p lano tangente al elemento en el punto a n t e r i o r 
P ( CDG en la F i g . I I I . 2 . 3 . 1 . i). Na tu ra lmente , esto se reduce a ca l cu la r las coor 
denadas del vec to r d is tanc ia D , en las d i r ecc i ones in t r ínsecas en el punto a n t e r i o r , 
mediante la r ea l i zac ión de los productos e s c a l a r e s . 
° K = 9 • i 
I I I . 2 . 3 . 1 . 1 
D = D . n 
n 
donde los vec to res? y n son los vec to res tangentes a las d i recc iones in t r ínsecas en 
el punto cons ide rado , cuyo cá l cu lo se estudia en I I I . 2 . 3 . 2 . 
Una vez rea l i zado este cá l cu lo , se procede a un cambio de la s i tuac ión del = 
punto i n i c i a l de tanteo, de forma que se cons ide re el punto P , o en su defecto al -
i 
punto del elemento más p rox imo a P en la d i r e c c i ó n de la p royecc ión de la d is tanc ia 
(punto P ' ) . 
En el caso de que el cambio en coordenadas in t r ínsecas a r e a l i z a r sea muy 
g rande , se cons ide ra que la aprox imac ión del elemento por el plano tangente no es= 
buena, y se procede a un cambio g radua l , cambiando el punto in i c ia l a o t ro punto -
• 
en la d i r e c c i ó n de la p royecc ión , pe ro en el que el cambio de coordenadas sea pe , -
queño. 
Una vez modi f icada en este forma la s i tuac ión del punto i n i c i a l , se rep i te el 
p roceso tomando este nuevo punto como i n i c i a l , hasta l l egar a un punto sa t i s fac to -
r i o , entendiendo como t a l , aquél en el que el cambio p roduc ido en la d is tanc ia por= 
la mod i f i cac ión a un nuevo punto es i ns i gn i f i can te . 
Na tu ra lmente , s i el punto P se encuentra den t ro del e lemento, la p royecc ión 
de la d is tanc ia D sobre el plano tangente es nula y f i na l i za el p roceso . 
I I 1 . 2 . 3 . 2 . - CALCULO DE LAS V A R I A C I O N E S - - - - - Y DEL JACOB I ANO J — a ^ 
i 
Pa ra c a l c u l a r estas va r i ac i ones que aparec ían en la exp res ión ! I I . 2 . 3 . 1 6 , 
es necesar io el cá l cu lo p r e v i o de los vec to res £ y n tangentes a las d i recc iones 
i n t r í nsecas en un punto del e lemento, ya u t i l i zados en el epígrafe a n t e r i o r . 
Estos vec to res v ienen dados por 
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3 K. 
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i 
. 2 . 3 . 2 . 1 
de r i vadas que venían de f in idas en I I I . 1 .1 .6 y I I I . 1 .1 .7 
i 
El cá l cu lo de la normal ál elemento en cuest ión en el punto cons iderado se -
r e a l i z a r á s in más que e fec tuar el p roduc to v e c t o r i a l de los dos vec to res tangentes -
•L 9 ü ' 
Con estos cá lcu los p rev i os ya es pos ib le la consecución de los va lo res bus -
cados , éstos son. 
3 s 
i 
£ . - i 
I I I . 2 . 3 . 2 . 2 
n | = \ i x J? | 
es d e c i r los módulos de los vec to res an te r io rmen te ca l cu lados . 
9 s 
Una vez conocidos y R es pos ib le el estudio de la subd iv i s ión del ele-
mentó según el esquema indicado en I I I . 2 . 3 . 3 . 
I I I . 2 . 3 . 3 . - PROCESO DE S U B D I V I S I O N DE UN ELEMENTO CUANDO EL NODO 
DESDE EL QUE SE INTEGRA NO P E R T E N E C E A D ICHO ELEMENTO 
Este p roceso que pa r te cié el c r i t e r i o de acotac ión del e r r o r de in tegrac ión 
d e s c r i t o en I I I . 2 . 3 y cuyo resu l tado fue la ecuación I I I . 2 . 3 . 1 6 ca lcu la el número= 
de subelementos a d i v i d i r el elemento i n i c i a l y el número de puntos de in tegrac ión -
a i n t r o d u c i r en cada uno de e l l o s . 
Ev identemente, lo p r i m e r o que se hace es d e f i n i r los va lo res que aparecen 
en I I I . 2 . 3 . 1 6 . A s í , la Cte es ta rá dada i n i c i a l mente, y el cá lcu lo de la d is tanc ia -
mínima del nodo al e lemento, R , y el punto del elemento que se encuentra a esta -
3 s 
d is tanc ia mínima, y al mismo t iempo los v a l o r e s de en ese punto, y con e l lo 
3 £. 
a . , en cada d i r e c c i ó n , se rea l i zan según I I I . 2 . 3 . 1 y I I I . 2 . 3 . 2 . 
i 
r 
A cont inuac ión se supone un número máximo de puntos de in teg rac ión en c a -
da d i r e c c i ó n (consideramos 6 , por e jemplo , en el p rograma presentado) y se c a l c u -
2 X • 
la (2 X + 1) o 1 . S i este v a l o r es i n f e r i o r a la constante p r e f i j a d a , se p rod r ía= 
consegu i r un e r r o r i n f e r i o r al pe rm i t i do con un so lo subelemento en esa d i r e c c i ó n y 
6 puntos de in teg rac ión o menos. En caso c o n t r a r i o es necesar io aumentar el núme-
r o de columnas de subelementos en la d i r e c c i ó n t r a t ada , con lo cual se consegu i r ía 
aumentar el número de puntos de in teg rac ión ( recuérdese que el máximo número dees 
tos puntos f pe rm i t i dos es de 6 en cada d i r e c c i ó n y por subelemento). 
En una p r i m e r a subd iv i s ión se cons ide ran dos columnas de subelementos -
3 s 3 s con lo que £ . = 2 £ . + K según I I I . 2 . 3 . 2 , y i • -
'sub 'e l 9 ^sub 8 ^ el 
con lo que a . = \ a . , d isminuyendo por tanto el e r r o r cometido en la in tegra 
sub el 
c i ó n , pudiéndose consegu i r que este sea i n f e r i o r a la C te . En caso c o n t r a r i o s igue 
subdiv id iendose en subelementos cons iderando s iempre X = 6 para cada uno de -
i 
e l l o s , hasta que el e r r o r sea i n f e r i o r a Cte ó hasta que se l lega a un número máxi_ 
mo perm i t i do de columnas (20 en el p rograma que nos ocupa) . 
Análogamente se rea l i za en la o t ra d i r e c c i ó n obteniendose N y N . Natura l 
1 2 ~ 
mente, el número máximo de subelementos, 20 x 20, solo se dará cuando a sea -
3 s ^ ' 
muy g rande , es d e c i r sea muy a l to (elementos muy grandes) ó R sea muy pe -
queño (punto desde el que se in tegra muy p róx imo al e lemento) . 
A pesar de todc^este número se cons ide ra en genera l exces i vo , por lo que= 
se ha impuesto una l im i tac ión ad ic iona l de 100 subelementos por e lemento, proce -
diendose a una reducc ión a un número menor que es te , en el caso de que sea necesa 
r i o un número s u p e r i o r , p ropo rc iona l al número necesar io en cada d i r e c c i ó n . 
Una vez ca lcu lados N^ y N^ en la fo rma ind icada, se procede para cada uno 
de d ichos subelementos al cá l cu lo del número de puntos de i n teg rac ión que hay que T 
i n t r o d u c i r en él para que de nuevo el e r r o r de in teg rac ión en ese subelemento part j_ 
cu la r sea i n f e r i o r al r e q u e r i d o . En de f i n i t i va se pretende de te rm ina r X^  ( i , j ) y -
X ^ ( i , j ) para cada subelemento i , j . 
El p roced imien to es análogo al a n t e r i o r . A s í , pa ra cada subelemento se c a l -
cu la la d is tanc ia mínima y el punto del subelemento que se encuentra a esa cfistanc¡a= 
mínima, lo que es muy fác i l de r e a l i z a r , pues ese punto será el más p rox imo al punto 
del elemento tota l cuya d is tanc ia sea mínima, o lo que es igual al punto del sube!#e -
mentó cuyas coordenadas in t r ínsecas se encuent ren más p róx imas a las del punto -
a n t e r i o r . 
A P R O X I M A C I O N N U M E R I C A I I I .2 
El cá l cu lo de la d is tanc ia es inmediato por tan to , reduciendose a la d is tan -
c ia en t re dos puntos . Pa ra el subelemento en el que se encuent re d icho punto de d is 
tanc ia mínima, lógicamente la d is tanc ia y el punto más p róx imo c o i n c i d i r á n con los -
ca lcu lados para el elemento g loba l . 
3 s 
Una vez ca lcu lada dicha d is tanc ia se ca lcu la y a con lo que p r o c e -
3 5. k 
d iendo de forma i t e r a t i v a se puede c a l c u l a r el mínimo número de puntos de in tegra -
c ión en la d i r e c c i ó n k que cumplen la cond ic ión de acotac ión del e r r o r . 
Con e l l o queda def in ida totalmente la subd iv i s ión de un elemento in tegrando 
desde un nodo que no per tenece a é l . 
I I I . 2 . 3 - . 4 . - S U B D I V I S I O N EN EL CASO DE QUE EL NODO P E R T E N E Z C A AL 
ELEMENTO 
Como se ind icó en el apar tado de genera l idades , el hecho de que las f unc io -
nes in tegrando de A. ik 
be 
a a 1 1 
» B . . y P, dependan de y — - - para r 
'Ju k u r 2 be b r 
0 , -
hace que las i n teg ra les sean s i n g u l a r e s . 
S i b ien esta d i f i c u l t a d se sa lva matemáticamente mediante la cons ide rac ión 
de la in tegra l en el sent ido de Cauchy (vease I I . 4 ) , no por e l lo deja de e x i s t i r un= 
grad ien te muy grande de la func ión sub in tegra l en las p rox imidades de la s i n g u l a r i -
dad, con los prob lemas de orden numér ico que e l l o imp l i ca . 
Pa ra s a l v a r l o , se t r a ta de d isponer de una g ran cant idad de puntos de i n te -
g rac ión en las p rox imidades de la s i n g u l a r i d a d , para lo cual se d iv ide el cuadri láte_ 
r o i n i c i a l en dos t r i ángu los formados por el nodo desde el que se in tegra y los la -
dos opuestos ( F i g . I I I . 2 . 3 . 4 . 1 ) . 
Lado 2 Lado 1 
F i g . I I I . 2 . 3 . 4 . 1 
La subd iv i s ión en cada uno de e l l o s , se rea l i za cons iderándo los como cua -
d r ¡ l a t e r o s degenerados, donde el lado degenerado co r responde prec isamente al c o -
r respond ien te al nodo desde el que se i n t e g r a . 
Na tu ra lmen te , al i n t e g r a r sobre elementos t r i a n g u l a r e s habrá que r e a l i z a r 
un cambio de coordenadas , de las " l o c a l e s " del t r i ángu lo a las " g l oba les " del cua -
d r i l á t e r o en la forma indicada por la F i g . I I I . 2 . 3 . 4 . 2 . 
TI = 1 
K. = - 1 
n = - 1 
F i g . I I I . 2 . 3 . 4 . 2 
Es te cambio de coordenadas es l i n e a l , y t iene la forma 
K . U . ) = N n U ,) 5 " ig I I ig 
I . 2 . 3 . 4 . 1 
donde 5 ( £,) son las coordenadas " g l o b a l e s " de un punto del t r i ángu lo en func ión 
ig I 
de las " l o c a l e s " , £ son las coordenadas g lobales de los nodos del t r i ángu lo y -
<g n * 
N es la ma t r i z de funciones de forma l inea les co r respond ien tes al c u a d r i l á t e r o , cu -
ya exp res ión es 
. 2 . 3 . 4 . 2 
y evidentemente 5 = ^ ig co r respond ien tes al lado degenerado, 
Con e l l o , la co locac ión de puntos de i n teg rac ión de Gauss sobre el t r i á n g u -
lo impl ica mediante I I 1 . 2 . 3 . 4 . 1 la co locac ión en el cuadr i l á t e ro t o t a l . 
El jacob iano de esta t r ans fo rmac ión se c a l c u l a r í a como 









I I I . 2 . 3 . 4 . 3 
o lo que es igual 
A — • 
3 5 3 n 
g_ g_ 
3 5, 3 n 
3 5 3 n 
3 n . 3 5, 
. 2 . 3 . 4 . 4 
donde las de r i vadas pueden obtenerse de las expres iones I I 1 . 2 . 3 . 4 . 1 y I I 1 . 2 . 3 . 4 . 2 
en la forma 
Una vez efectuado el cambio de coordenadas , el p roceso de subd iv is ión en 
cada uno de los t r i ángu los es totalmente análogo al ya exp l icado para cuad r i l á te -
ros sa lvo las p a r t i c u l a r i d a d e s . 
( 1 ) . - La d is tanc ia mínima R , ev identemente, i no puede ser la d is tanc ia nodo-
elemento, que es nu la , s ino la d is tanc ia del nodo al lado opuesto del t r i á n g u l o , c a l -
culándose ésta de una fo rma idén t i ca a como se ind icó para el e lemento, pe ro con -
s iderando ahora una sola d i r e c c i ó n v a r i a b l e , pues una coordenada está f i j a . 
( 2 ) . - Se s i túan el mismo número de puntos de in teg rac ión en todos los sub-
elementos de una misma columna F i g . I I I . 2 . 3 . 4 . 3 , , número que cor responde a la 
acotac ión del e r r o r en el punto del lado opuesto , co r respond ien te a la columna que 
se esté t ra tando y de d is tanc ia mínima al nodo desde el que se i n t eg ra . 
Columna 
De acuerdo con e l l o , se cons igue una d i s t r i b u c i ó n de puntos de in tegrac ión 
f # 
tal como la indicada en la F i g . I I I . 2 . 3 . 4 . 4 observándose la gran concent rac ión de 
puntos de i n teg rac ión en las p rox imidades del nodo desde el que se i n teg ra , mejo -
randose ostensib lemente los resu l t ados . 
Un prob lema adic ional que surge en este caso , y que no o c u r r e cuando el -
nodo no per tenece al e lemento, se presenta cuando el elemento es un t r i á n g u l o , es= 
d e c i r un cuadrr látenodegenerado ya por s í . 
En este caso , cuando se in tegra desde el nodo que per tenece al lado degene-
rado se rea l i za un p roceso exactamente igual al a n t e r i o r , sa lvo que ahora lógicamen 
te so lo ex is te un t r i ángu lo sobre el que i n t e g r a r y no dos o t r e s , aunque con la d i f e -
renc ia respec to al caso ya ap l icado de que para c u b r i r toda la supe r f i c i e no puede -
3 4 
hacerse K, . = S . , ya que realmente en el c u a d r i l á t e r o degenerado el lado con 
>9 '9 densado rep resen ta dos nodos en g lobales F i g . I 1 1 . 2 . 3 . 4 . 5 
F i g . I I I . 2 . 3 . 4 . 4 F i g . I I I . 2 . 3 . 4 . 5 
Con e l l o pues, estamos in tegrando rea lmente sobre un c u a d r i l á t e r o y no so 
b re un t r i á n g u l o , como en el caso a n t e r i o r , es d e c i r in tegramos sobre todo-el e le 
mentó. 
El problema surge cuando el nodo desde el que se in tegra no co inc ide con el 
lado degenerado, ya que en este caso no puede e fec tuarse una in teg rac ión sobre t o -
do el t r i ángu lo que r e a l i c e üna d i s t r i b u c i ó n de puntos de Gauss, tal como 1a indica -
da en F i g . I I I . 2 . 3 . 4 . 4 . E fec t i vamente , para consegu i r una d i s t r i b u c i ó n de este t í -
3 4 
po e ra necesa r io hacer K = 5 co inc identes con el nodo desde el que se in tegra 
I I 
ba. S i rea l i zamos es to , los o t ros dos nodos del c u a d r i l á t e r o tendrán por coo rdena-
das, uno las del nodo degenerado y o t r o \as del o t r o nodo no degenerado, lo que s u -
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Lado degenerado 
Lado degenerado 
Punto desde el que 




Punto desde el que 
se in tegra 
F i g . I I I . 2 . 3 . 4 . 6 
P a r a c u b r i r toda el á rea es necesa r io r e a l i z a r una t r ans fo rmac ión de c o o r -
denadas, que co r responde a una combinac ión no l ineal de las dos t rans fo rmac iones= 
a n t e r i o r e s def in idas por la F i g . I I I . 2 . 3 . 4 . 6 . 
Esta t r ans fo rmac ión v iene def in ida por la exp res ión 
5 . ( 5 .,) = * k ( 5 ) f k ( 5 . , ) I I I . 2 . 3 . 4 . 5 
ig i l i i l i l 
donde 
f 1 (5 ..) = i (1 + g (5 . , ) ) i l i l 
f 2 ( 5 .,) = i (1 - g ( 5 . . ) ) I I 1 . 2 . 3 . 4 . 6 
11 11 
r r x K 2 \ c 11 g ( 5 . , ) = 
2 " 5 1 | - S i 
k k 
¥ . = 5. ( 5 . , ) I I I . 2 . 3 . 4 . 7 
i ig i l 
donde 5 son las coordenadas g lobales de f in idas por las dos t rans fo rmac iones de 
la F i g . I I I . 2 . 3 . 4 . 6 . 
En de f i n i t i va pues , la 5 v iene dada por una t r ans fo rmac ión no l i neal de= 
íg 
dos t rans fo rmac iones l i nea les . El jacob iano de esta t r ans fo rmac ión se r í a 
« 
35. . 3 f k U . . ) 3 ¥ . k U . , ) . 
'9 k / \ i i i l Pk , v , . . « „ 
( 5 ..) + f U ..) I I I . 2 . 3 . 4 . 8 
3 5 . . i i l 3 5 3 5 .. 
i l i l i l 
donde 
J L f 
3 K 
v 
' l < 2 - ' | - l 2 » ' 
3_f 
3 K 
1 - 5 
( 2 " 5 1 2 . ' ' 





En de f i n i t i va pues , una vez rea l i zada la subd iv i s ión sobre cada uno de ías= 
dos zonas de las f i g u r a s F i g . I I I . 2 . 3 . 4 . 6 , de acuerdo con la cuadra tu ra de Gauss= 
def in ida por el e r r o r de i n teg rac ión p r e f i j a d o , se r e a l i z a el cambio de coordenadas 
a n t e r i o r , con lo cual se rea l i za la i n teg rac ión comple ta . 
• 
I I 1 . 2 . 4 . - CALCULO DE LAS F U N C I O N E S SUB I N T E G R A L E S C O R R E S P C N D I E N T E S 
A A" B 0 Y P a EN LOS P U N T O S DE I N T E G R A C I O N 
— ik, ik, k, — 
be be b 
El ú l t imo paso una vez de f in idas las c a r a c t e r í s t i c a s N^ , N^ y * ^(i>j)» - -
X ^ (i > j ) d e ' a cuad ra tu ra de Gauss de f i n i da , es el cá lcu lo de la func ión F ( £ , n ) -
para cada punto de i n t eg rac i ón . Esta func ión v a r f a para cada una de las ma t r i ces a= 
c a l c u l a r . 
( 1 ) . - Constantes A.°| 
ik 
be 
La func ión sub in tegra l F en este caso es 
F = U ( a , d ( r ) (b , c) ) N ° J I I 1 . 2 . 4 . 1 
ik 
con U de f in ido en 11 .2 .1 , N ° en I I I . 1 .1 .2 y I I I . 1 .1 . 4 y J es el jacob iano de la -
ik , 
t r ans fo rmac ión ca lcu lado en I I I . 2 . 3 . 2 . 2 . 
a 
( 2 ) . - Constantes B., 
ik. 
be 
A h o r a , 
( r ) c 
F = T ( a , dT ' (b , c) ) ;N J I I I . 2 . 4 . 2 
ik 
c 
donde T , v iene dado por I I . 4 . 5 y N y J son las a n t e r i o r e s , 
ik 
Es conveniente en este momento hab la r del cá l cu lo de los té rminos de la ma -
t r i z B que per tenecen a las t r e s ecuaciones in teg ra les de un nodo y que mu l t i p l i can -
a los movimientos co r respond ien tes a ese nodo, o lo que es igual las constantes c o -
r respond ien tes a un caso s i n g u l a r . 
Es tas cons tan tes , y según la exp res ión de Somig l iana se ca lcu lan sumándole 
a la in tegra l I I I . 2 . 4 . 2 co r respond ien te a los v a l o r e s C def in idos en I l . 4 . 1 0 , v a -
ik 
l o res que en el caso pa rabó l i co y para cua lqu ie r t ipo de s i tuac ión del nodo es compH 
cado c a l c u l a r . Esta d i f i cu l t ad se salva in t roduc iendo el concepto de movimiento como 
só l ido r í g i d o , que se de f in ió en I I I . 1 .3 y que permi te c a l c u l a r estos té rminos como= 
suma de té rminos co r respond ien tes a la misma incógni ta y a la misma ecuación inte 
g ra l de la ma t r i z B . 
( 3 ) . - Vec to r P." 
k b 
r 
P o r ú l t imo ex is ten en el p rograma dos apor tac iones c la ramente def in idas de= 
fue rzas de volumen que co r responden a f ue rzas de peso p rop io y fue rzas de pretens_a 
do . 
Las expres iones y el cá l cu lo de la exp res ión sub in tegra l de cada una vienen= 
dadas en I I I .1 . 3 . 6 por lo que no es necesa r io i n s i s t i r más sobre e l l o . 
Con e l l o , queda def in ido el cá l cu lo de las constantes en el con to rno pretendí^ 
do 
1 1 1 . 3 . - F O R M A C I O N DEL S I S T E M A DE E C U A C I O N E S 
Una vez in t roduc idas las cond ic iones de compat ib i l i dad y de e q u i l i b r i o en los 
nodos de in ter fase^el s istema def in ido en I I I .1 . 3 . 9 , éste queda reduc ido a un p ro -
blema con Z^ p ( r ) x 3 ecuac iones, donde R era el número total de subreg iones , 
y p ( r ) el número total de nudos de cada subreg ión r , y por ú l t imo el 3 aparece como 
consecuencia de las t r e s pos ib les ecuaciones i n t e g r a l e s , para las t r e s d i recc iones 
coordenadas , que se pueden es tab lecer para cada nodo. 
El número de incógni tas es mayor en p r i n c i p i o y vamos a t r a t a r de determi -
na r l o en p r i n c i p i o . Sea l el número tota l de i n te r fases en t re subreg iones , cada una= 
con p ( r ) nudos, y C el número de t r ozos de subreg ión que per tenecen al contorno ex 
t e r i o r del domin io , y que evidentemente co inc ide con el número R de subregiones -
(vease F i g . 1 I I . 3 . 1 ) 
F i g . I I I . 3 . 1 
El número de incógni tas de cada nodo será de 6 para los nodos de in te r fase 
(movimientos y tensiones) y t r e s para los nodos de con to rno , supuesto como siem -
p r e que conocemos 3 condic iones de con to rno , y que el con torno t iene una sola no_r 
mal (en casos más compl icados es necesar io el r e a l i z a r un cuidadoso t ra tamiento -
de las condic iones de con to rno (vease I 11 .4) para l l ega r a dicha s i t uac ión ) . 
En de f i n i t i va el número total de incógni tas se rá de 
I C 
I 6 p ( i) + Z 3 p (c ) , 
i=1 c=1 
que como se v e r á en la mayor ía de loscasos es mayor que el número de ecuac iones. 
El p r i m e r problema para r e s o l v e r el s istema será consegu i r el mismo núme 
r o de ecuaciones que de incógn i tas , para lo cual se rá necesar io el r e a l i z a r un e s -
tudio de los d i s t i n tos t ipos de nudos que se pueden p resen ta r en un p rob lema, f i j a n 
do el número de ecuaciones y el número de incógn i tas que aparecen en cada uno de 
e l l o s , para a cont inuac ión p rocede r a una c i e r t a condensación ¡ del exceso de in -
i 
cógní tas que aparecen en algunos de e l l o s . La t ipo logía de los nudos se t ra ta en -
I I I . 3 . 1 y el p roceso de condensación en I I I . 3 . 2 . 
El segundo problema que se plantea cons is te en consegu i r que la e s t r u c t u -
ra de la ma t r i z de coe f i c ien tes del s istema a r e s o l v e r sea la más ap rop iada , tanto 
para el p roceso de fo rmac ión de la p rop ia m a t r i z , como para la p o s t e r i o r reso lu -
c ión del s istema de ecuac iones. 
La e s t r u c t u r a que se ha adoptado es la que o f rece mayores venta jas en el -
con junto de fac to res a c o n s i d e r a r como son, el s istema de almacenamiento de la ma 
t r i z , la cant idad de almacenamiento aho r rado por zonas agrupadas de té rminos n u -
los y., método de reso luc ión u t i l i z a d o . Básicamente puede d e c i r s e que los ob je t ivos a 
consegu i r son: 
( a ) . - Ordenac ión de f i l a s y columnas de la ma t r i z que permi tan un montaje -
s i s temát i co , def in iendo tantas incógni tas como ecuac iones. 
( b ) . - Agrupac ión de los té rm inos nulos en forma conocida "a p r i o r i " , es de_ 
c i r antes del a lmacenamiento, que permi ta su e l im inac ión en las p rev i s i ones de al -
macenamiento de la m a t r i z . 
( c ) . - E s t r u c t u r a f ina l de la ma t r i z adecuada al Método del Grad ien te Con ju -
gado, e leg ido para r eso luc i ón . 
i 
I I I . 3 . 1 T I P O L O G I A DE LOS NODOS 
P o r cada nodo pueden p lan tearse tantas ecuaciones como número de subre -
giones a las que per tenece mu l t ip l i cada por t r e s , pe ro el número de incógni tas a él 
asociadas depende de la geometr ía y del número de i n te r fases a las que pe r tenece . -
La c l a s i f i c a c i ó n que se rea l i za es la s iguiente. 
- Nodo t ipo A -
Cor responde a un nodo del con to rno e x t e r i o r que per tenece exclus ivamente 
a una subreg ión ( F i g I I I . 3 . 1 . 1 ) . 
El número de ecuaciones que en él se pueden p lan tear es de 3 , igual al nú -
mero de incógni tas (movimientos y tensiones en el contorno) supuestas dadas t r e s = 
condic iones de con to rno . No es necesar io pues p rocede r a condensación de incóg -
n í tas . 
F i g . I I I . 3 . 1 . 1 
- Nodo t ipo B -
Per tenece al con to rno e x t e r i o r , y se encuentra en dos subreg iones -
( F i g . I I I . 3 . 1 . 1 ) 
El número de ecuaciones de f in idas es de 6 , y el de incógni tas también de -
se is (movimientos ó tensiones en el con to rno más tensiones en la i n t e r f ase ) . No es -
necesar ia la condensac ión. 
- Nodo t ipo C1 -
Per tenece al con to rno e x t e r i o r y a más de dos subreg iones , cumpl iéndose -
además que el número de i n te r fases (N I) a las que per tenece es igual al número de= 
subreg iones menos uno. ( F i g . 1 1 1 . 3 . 1 . 2 ) . 
El número de ecuaciones es de 3 x NS (número de subreg iones) y el número= 
de incógni tas d e 3 + 3 N I = 3 + 3 ( N S - 1 ) = 3 x NS (movimientos ó tens iones en el J 
contorno más tensiones en las i n t e r f a s e s ) . No es necesar ia la condensac ión. 
La d i f e renc iac i ón ent re nodos B y C1 v iene condic ionada por el p roceso de -
monta je . 
- Nodo t ipo C2 -
Per tenece al con to rno e x t e r i o r y a más de dos subreg iones , cumpl iéndose -
además que el número de i n te r fases a las que per tenece es igual al número de subre 
g iones . ( F i g . I I 1 . 3 . 1 . 3 ) . 
El numero de ecuaciones es como s iempre 3 x N S , mien t ras que el número de 
incógn i tas es de 3 + 3 N I = 3 + N S . 
En este caso ex is ten t r e s incógni tas más que ecuac iones, por lo que si se -
desea mantener la p r o p o r c i ó n para no i n t r o d u c i r incógni tas ad ic iona les , será nece-
s a r i o e l im ina r las sob ran tes , mediante el p roceso de condensación que se expone -
en I I 1 . 3 . 2 . 
F i g . I I I . 3 . 1 .2 
- Nodo t ipo C3 -
Per tenece al con torno e x t e r i o r , cumpl iéndose que el numero de in te r fases es 
mayor que el número de subreg iones a las que per tenece en un porcen ta je no l imi tado. 
Al igual que en el caso a n t e r i o r ex is ten más incógni tas que ecuac iones, por lo que -
se rá necesar io r e a l i z a r la condensación ( F i g . I I I . 3 . 1 . 4 ) . 
- Nodo t ipo D -
No per tenece al con to rno e x t e r i o r , s ino que se encuentra en cbs subreg iones 
y una i n te r f ase • ( F i g . I I I .3 .1 . 5>. 
El número de ecuaciones es de s e i s , igual al de incógni tas (movimientos y -
tens iones en la i n t e r f ase ) . 
F i g . I I I . 3 . 1 . 4 
- Nodo t ipo E -
No per tenece al con to rno e x t e r i o r , y per tenece a tantas i n te r fases como -
subreg iones ( F i g . 1 I I . 3 . 1 . 5 ) . 
Ex i s ten 3 x NS ecuaciones y 3 + 3 NS incógn i tas , s iendo necesar ia la con -
densac ión . 
- Nodo t i po F -
No per tenece al con to rno e x t e r i o r , encontrándose en un número mayor de -
i n te r fases que de subreg iones ( F i g . ¡ 1 1 . 3 . 1 . 5 ) . 
También.es necesar ia la condensac ión de las tensiones sob ran tes . 
I I I . 3 . 2 . - C O N D E N S A C I O N DE T E N S I O N E S DE I N T E R F A S E 
La p r i m e r a cuest ión en el p roceso , ya apuntado, de e l im inac ión de i ncógn i -
t a s , cons is te prec isamente en la e lecc ión de estas incógn i tas . 
Pa ra el caso de so lo t r e s incógni tas a e l im ina r se escogen las tensiones de= 
in te r fase en t re la p r i m e r a y ú l t imas subreg iones conectadas por el nodo en cues t ión . 
Natura lmente suponemos que esta i n te r fase ex i s te , lo que impl ica el que la numera -
c ión de estas subreg iones no puede se r a r b i t r a r i a , s ino que t iene que ser de tal f o r 
ma que ex is ta d icha i n t e r f a s e . Así las numerac iones quehey en las F i g . I I I .3.2.1 (a)y 
II I . 3 . 2 . 1 (b) son v á l i d a s , m ien t ras que no lo es la de la F i g . I I I . 3 . 2 . 1 (c ) . 
(a) (b) (c) 
F i g . I I I . 3 . 2 . 1 
P a r a nodos en los que se neces i te ~ la condensación de más de una in te r fase 
se e l iminarán prec isamente las tensiones co r respond ien tes a las ú l t imas i n t e r f a s e s , -
es d e c i r 1 ,n ; n , n - 1 ; n - 1 ; n - 2 , e tc , s iendo n el número de subreg iones conectadas. 
La misma cons ide rac ión hecha an te r io rmen te en cuanto a numerac ión, es ne 
c e s a r i o hacer aho ra , también deduc i endose en d e f i n i t i v a , que es necesar io segu i r -
una numerac ión c í c l i c a en los nudos a condensa r . 
Una vez e legidas las incógni tas a condensar , el problema que se plantea es -
el p roced imien to a segu i r para e l i m i n a r l a s . 
El método seguido cons is te en e x p r e s a r estas incógni tas en función de o t ras 
que no vayan a se r e l im inadas, y que por tanto sí aparecen en la fo rmu lac ión f i n a l . 
Pa ra e l l o , es p r e c i s o e l eg i r estas incógni tas sobre las que vamos a t r a b a j a r , y d e -
f i n i r la r e l a c i ó n que ex is te en t re las v a r i a b l e s a condensar y las no condensadas. -
En cua lqu ie r caso , es p r e c i s o es tab lecer una h i p ó t e s i s que d i s to r s i one lo menos po 
s ib le el p roceso general y que por o t ra pa r te sea senc i l l a de ap l i ca r p rác t i camente . 
Ex i s ten en p r i n c i p i o una g ran cant idad de pos ib i l i dades para d e f i n i r d icha -
h i pó tes i s . La p r i m e r a pos ib le se r e f i e r e a la cons ide rac ión de las tensiones p r i n c i -
pales en ese nodo como v a r i a b l e del prob lema y exp resa r las incógni tas a condensar 
en func ión de e l l a s . Pa ra el res to de incógni tas en tensiones asociadas a ese nodo -
pueden mantenerse las p rop ias que ya ex is t ían p rev iamente , si b ien también ser ía -
pos ib le d e f i n i r l a s lógicamente en func ión de las tensiones p r i n c i p a l e s . Estas v a r i a -
b les podr ían por ejemplo i r asociadas a las incógni tas de tens ión de la p r i m e r a in 
t e r f a s e , que prev iamente se habr ía d ispuesto en func ión de e l l a s . 
Ex i s ten dos inconvenientes fundamentales para el empleo deeste-método. El 
p r i m e r o es que impl íc i tamente se cons ide ra que el tensor de tensiones es idént ico= 
para todas las subreg iones que inc iden en ese punto, lo que evidentemente no es# -
c i e r t o para subreg iones con prop iedades d i f e r e n t e s . La segunda es aún más d e c i s i -
v a , ya que no se conocen las d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s , ni p resumib lemente, una f o r -
ma fác i l de h a l l a r l a s lo que impide el d i sponer el vec to r tensión en ( X , Y , Z) en -
una in te r fase en func ión de las tensiones p r i n c i p a l e s . Este segundo inconveniente -
de terminó el abandono del método. 
O t ra pos ib i l i dad se r e f i e r e a la u t i l i z a c i ó n de la re lac ión de Cauchy ( I I 1.4) 
pa ra e l im ina r las tensiones a condensar , en func ión de las in te r fases d i s t i n tas no a 
condensar . Aunque esto es pos ib le en la mayor ía de los casos , ex is ten o t ros en los 
que no puede a p l i c a r s e , como por ejemplo cuando solo ex is ten dos in te r fases no a -
condensar . A l mismo t iempo sigue suponiéndose la cont inu idad del tensor tens ión en_ 
t r e sub reg iones . 
La fa l ta de genera l idad aduc ida, y también, de forma impor tan te , la d i f i cu l -
tad que supone su implementación práct ica en el montaje de la mat r i z aconsejó dese-
c h a r l a . E fec t i vamente , con este método aparecen té rminos en las columnas de ten ; -
s iones , del nodo a condensar no so lo cuando se in tegra en subreg iones que forman -
una i n t e r f a s e , s ino que aparecen también cuando se in tegra en subreg iones que s i n -
f o r m a r una i n te r f ase co inc iden en el nodo, lo que natura lmente d i f i cu l t a el p roceso . 
La ú l t ima pos ib i l i dad desechada, y qu izás la más exacta y gene ra l , se r e f i e 
re a la e lecc ión como incógn i tas , a d s c r i t a s a las dos p r i m e r a s i n te r fases que inc i -
den en un nudo, de las componentes del tensor tens ión , por ejemplo ( cr , o , o ) -
x y z 
para la p r i m e r a i n te r fase y ( T , T , T ) para la segunda. Natura lmente el -
xy yz zx 
res to de las i n te r fases que no se condensan conservan sus p rop ias incógn i tas , míen 
t r a s que en la p r i m e r a y segunda i n t e r f a s e s , así como en aquel las a condensar se -
expresa el vec to r tens ión en func ión de las incógni tas an te r io res . Ex i s te por tanto -
una c i e r t a redundanc ia , ya que el res to de vec to res tens ión también podr ían haber -
se d ispuesto en func ión de d ichas i ncógn i tas , s in embargo, dicha redundancia po -
d r í a s e r v i r i nc luso de comprobac ión . 
La razón por la que se abandonó la idea a n t e r i o r , independientemente del he 
cho de c o n s i d e r a r de nuevo la cont inu idad en el tensor de tens ión , fue la misma que 
en el caso a n t e r i o r , es d e c i r la i n t roducc ión de g raves prob lemas en el p roceso de= 
monta je . 
El p roced imien to e legido cons is te en r e l a c i o n a r las tensiones incógni tas a= 
condensar con las tensiones del res to de los nodos del elemento cons ide rado . La d i -
f i cu l t ad es t r i ba en la se lecc ión de los nodos en los que apoyaremos esta ex t rapo la -
c i ón , dado que en un mismo elemento pueden e x i s t i r más de un nodo al que haya que 
a p l i c a r la condensac ión. 
En el caso más general de que só lo uno de los nodos del elemento sea a c o n -
densa r , lo que hacemos será e l e g i r una func ión de aprox imac ión de tensiones en el -
n n 
e lemento, de un grado menor a la i n i c i a l , t = N t , de forma que cumpla que para -
i i 
todos los nodos de tensiones conoc idas , éstas co inc iden con las p red ichas por la i n -
t e r p o l a c i ó n . 
Ex t rapo lando ésta func ión de aprox imac ión al nodo desconoc ido, puede obte-
nerse la tens ión de este nodo en func ión de las tensiones en el res to de los nudos. 
( F i g . I I I . 3 . 2 . 2 ) 
F i g . I I I . 3 . 2 . 2 
En p a r t i c u l a r para un c u a d r i l á t e r o escogemos una func ión de in te rpo lac ión -
de tens iones en func ión de las coordenadas i n t r í nsecas en la forma 
2 2 2 2 
t = a + a l + a 0 TI + a . K +' a r\ + a £TI + a 
i o 1. 2. 3. 4. o. o. 
i i i i i i i 
I i;i . 3 . 2 . 1 
donde se ha e l iminado el té rm ino en co r respond ien te a la fo rmu lac ión o r i g i na l pa_ 
ra sa l vaguarda r la s i m e t r í a . 
P a r t i c u l a r i z a n d o ( n) para los s ie te nodos conocidos se pueden obtener -
1 7 
los v a l o r e s de a a en func ión de t . , . . . . t . , con lo cual i n t r o d u c i é n d o -
o s 6. 1 1 
en I I 1 . 3 . 2 . 1 las coordenadas in t r ínsecas del nodo a condensar se puede ca l cu l a r -
1 7 
la tens ión t de éste en func ión de t . t . . Pa ra el nodo 1 por ejemplo se obt ie 
i 1 1 
ne 
1 2 4 3 
t = t. + t . - t . 
1 t 1 1 
. 3 . 2 . 2 
que observando atentamente co r responde a la ex t rapo lac ión l ineal de estos va lo res 
ta l como ind ica la F i g . I I 1 . 3 . 2 . 3 . ! 
F i q . I I I . 3 . 2 . 3 
2 4 
1 9 + 7 
t 1 = t 2 + 2 ( — ' — L . t 3 > = 
¡ 1 2 1 
2 4 3 
= t + t . - t . 
1 1 1 
El prob lema s in embargo, aumenta cuando alguno de los nudos 2 , 3 , ó 4 sea 
también a condensar , lo que por o t ra pa r te es bastante p robab le . 
En general la pos ib i l i dad de que los nudos 2 y 4 sean a condensar es bastan 
te a l t a , ya que las l ineas 162 y 154 es pos ib le que sean l ineas de separac ión en t re 
i n te r fases (compuestas por nodos E y F ) . Pa ra ev i t a r este p rob lema, y s iempre -
con el e jemplo del nodo 1 , se e l igen como nodos de i n te rpo lac ión los nodos 7 , 3 , 8 
cuya p robab i l i dad de condensación es mucho menor . 
Natura lmente rea l i zando las permutac iones per t inen tes se puede consegu i r 
los v a l o r e s de las tensiones en todos los v é r t i c e s del c u a d r i l á t e r o . Pa ra un nodo= 
in te rmed io , po r ejemplo el 6 se rea l i za una i n te rpo lac ión parec ida ( F i g . I I I . 3 . 2 . 
.4 (b)) de f in ida por la s igu iente e x p r e s i ó n . 
Observando la F i g . I I I . 3 . 2 . 4 (a) se deduce que la exp res ión a ap l i ca r es 
I I 113 .2 .3 
6 5 7 8 
t . = t. + t . - t I I I . 3 . 2 . 4 
t 
« 
F i g . I I I . 3 . 2 . 4 
Natura lmente en todas las expres iones es necesar io hacer la salvedad antes 
apuntada de la pos ib i l i dad de que alguno de los nodos que in te rv ienen en la expre -
s ión a n t e r i o r sea también nodo a condensa r . 
P a r a nodos de v é r t i c e so lo se cons ide ra el caso de que uno so lo de los no -
dos sopor te sea no a condensar . Esta cons ide rac ión es razonable porque los nodos 
a condensar se agrupan en l ineas de separac ión en t re i n t e r f a s e s , por lo que si el -
nodo 7 por ejemplo en el casode l nodo 1 es a condensar lo esperab le es que también 
lo sea el nodo 3 . La aprox imac ión seguida en este caso ( F i g . I I I . 3 . 2 . 5 ) es la más= 
s imp le , es d e c i r 
1 8 
t . = t . I I 1 . 3 . 2 . 5 
I I 
t 
F i g . I I I . 3 . 2 . 5 
Pa ra nodos in te rmed ios es pos ib le que ex is ta uno so lo de los t r e s nodos 
sopor te a condensar ( F i g . I I I . 3 . 2 . 6 ) . La h ipó tes is que se rea l i za en este caso es 
que en la l inea media en coordenadas i n t r í nsecas del elemento pa ra le la al lado d©n_ 
de se encuentra el nodo a condensar (nodo 6 ) , la tensión es constante , cons igu ien-
do la exp res ión 
6 5 8 
t. = 2 t . - t . 
i i i I . 3 . 2 . 6 
F i g . I I I . 3 . 2 . 6 
Pa ra nodos in te rmed ios en los que so lo ex is ta un sólo nodo sopor te s in con -
densac ión , se sigue también la aprox imac ión constante def in ida en I l I . 3 . 2 . 5 . 
En d e f i n i t i v a , dependiendo del caso p a r t i c u l a r , reso lve remos la ex t rapo la -
c ión de acuerdo con los casos a n t e r i o r e s , que engloban todas las pos ib i l i dades , sa_[ 
vo el caso muy especí f i co de que todos los nodos del elemento sean a condensar , -
que c o r r e s p o n d e r í a a la d i s c r e t i z a c i ó n de toda una in te r fase por un solo elemento, -
lo que evidentemente se sos laya por s imple d i s c r e t i z a c i ó n de una in te r fase en al me 
nos dos e lementos . 
El p roceso de montaje es ya inmedia to , puesto que, conoc idos , por la i n t e ' -
g rac ión p r e v i a los fac to res que afectan a cada una de las v a r i a b l e s , así como su -
cond ic ión de incógni ta o da to , podemos ad i c iona r ta les apo r tac iones , bien a la ma -
t r i z de coe f i c i en tes , bien al vec to r de té rm inos independientes, según se indica en= 
el apar tado s igu ien te . 
I I I . 3 . 3 . - O R D E N A C I O N DE LA M A T R I Z DE C O E F I C I E N T E S DEL S I S T E M A 
La ordenac ión de la ma t r i z supone la de f i n i c i ón de la s i tuac ión de las f i l a s -
(orden de i n teg rac ión de los nodos) y po r o t r o la s i tuac ión de las columnas (orden de 
las incógn i tas ) . 
En lo que se r e f i e r e a la p r i m e r a o rdenac ión no ex is te d i f i c u l t a d , s igu iéndo-
se una ordenac ión po r sub reg iones , y den t ro de cada una de e l l as por in te r fases de= 
menor a mayo r , cons iderando a estos e fec tos , que la i n te r fase n - n , s iendo n la -
subreg ión cons ide rada , co r responde a los nodos que so lo per tenecen a d icha subre -
g ión . Todo e l l o imp l ica que no es ta rán jun tas todas las ecuaciones in tegra les asocia 
das a un nodo, s ino agrupadas de t r e s en t r e s y s i tuadas en cada una de las c o r r e s -
pondientes subreg iones a las que per tenece d icho nodo. 
La s i tuac ión de las co lumnas, que están asoc iadas evidentemente a la ordena 
c ión de las i ncógn i tas , es mucho más a r b i t r a r i a , y la e lecc ión se r e a l i z ó basandose 
en dos ob je t i vos (Lachat y Watson). El p r i m e r o de e l los se r e f i e r e a la consecución= 
de una ma t r i z tendiendo a ma t r i z en banda, y el segundo a t r a t a r de consegu i r que -
la diagonal p r i n c i p a l de la mat r i z s iempre esté l lena y pre fer ib lemente con v a l o r e s -
s u p e r i o r e s a los del res to de la f i l a , lo que mejora las c a r a c t e r í s t i c a s del s istema -
a la ho ra de la r e s o l u c i ó n . 
Ambos ob je t i vos se consiguen d isponiendo las incógn i tas , s iguiendo un p a r a -
le l i smo tota l con la o rdenac ión usada pa ra las f i l a s . Es d e c i r agrupamos las i ncóg-
n i tas por subreg iones y den t ro de e l l as po r i n t e r f a s e s , de tal forma que las incógn i -
tas de tens iones de in te r fase aparezcan s iempre en las columnas cor respond ien tes= 
a i n t e r f ases n , i i > n , s iendo n la subreg ión c o n s i d e r a d a , y análogamente los movj_ 
mientos (en caso de nodos in t r ínsecos) ó incógn i tas de con to rno , se s i tua rán en las 
columnas n j j < n . 
Como ejemplo p r á c t i c o podemos tomar el de la F i g . I I I . 3 . 3 . 1 en el que se 
ind ican la s i t uac ión de f i l as y columnas para la d i s c r e t i z a c i ó n ind icada, con la no 
menc la tura : 
u , movimientos de nodos de la i n te r fase n , j n > j . 
n j 
u , movimientos o tensiones incógn i tas del contorno de la subreg ión n, 
n n 
t , tens iones en los nodos de la i n te r f ase n , j j > n, n J' 
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rr F i g . I I I . 3 . 3 . 2 
Podemos ahora v e r la s i tuac ión de las incógni tas y ecuaciones in tegra les pa-
ra cada uno de los t ipos de nodos cons ide rados en I I I . 3 . 1 . ; 
i 
- Nodo t ipo A ( F i g . I I 1 . 3 . 1 . 1 ) -
Per tenece a la subreg ión i . 
3 i nc 'ogn i tas de con to rno en la i n te r fase i - i . 
- Nodo t ipo B ( F i g . I 1 1 . 3 . 1 . 1 ) -
Per tenece a las subreg iones i , j ( i < j ) 
3 incógni tas de tensiones de la i n te r fase i , j en i - j 
3 incógni tas de con to rno en j - i . 
- Nodo t ipo C1 ( F i g . I I 1 . 3 . 1 . 2 ) -
Per tenece a las subreg iones i , j , k (i < j < k ) . 
3 incógni tas de tensiones de i n te r fase i , j en i - j . 
3 incógni tas de tensiones de i n te r fase j , k en j - k . 
3 incógni tas de con to rno en k - i . 
- Nodo t ipo C2 ( F i g J I I . 3 . 1 . 3 ) -
Per tenece a i , j , k , I (i < j < k < I ) . 
3 incógni tas de tensiones de i n te r f ase i , j en i - j . 
3 incógn i tas de tensiones de i n te r fase j , k en j - k . 
3 incógn i tas de tens iones de i n te r f ase k , I en k - I . 
Se condensan las tensiones de la i n te r f ase i , k . 
3 incógn i tas de con to rno en I - i . 
- Nodo t ipo C3 ( F i g . I 1 1 . 3 . 1 , 4 ) -
Per tenece a i , j , k , I , m, n (i < j < k < I <Vi < n) 
3 incógn i tas de tensiones de i n te r f ase i , j en i - j . 
3 incógni tas de tensiones de i n te r fase j , k en j - k . 
3 incógni tas de tensiones de i n te r fase k , I en k - I . 
3 incógn i tas de tensiones de i n te r fase I , m en I - m. 
3 incógn i tas de tensiones de i n te r fase m, n en m - n . 
Se condensan las tensiones cor respond ien tes a las i n te r fases i , k ; j , m. 
- Nodo t i p o D ( F i g . I I 1 . 3 . 1 . 5 ) -
P e r t e n e c e a i , j ( ¡ < j ) . 
3 i n c ó g n i t a s de t e n s i o n e s de i n t e r f a s e i , j en i - j . 
3 i n c ó g n i t a s de m o v i m i e n t o s en j - i . 
- Nodo t i p o E ( F i g . I I 1 . 3 . 1 . 5 ) -
P e r t e n e c e a las s u b r e g i o n e s i , j , k , I ( i < j < k < I ) . 
3 i n c ó g n i t a s de t e n s o r e s de la i n t e r f a s e i , j en i j . 
3 i n c ó g n i t a s de t e n s i o n e s de la i n t e r f a s e j , k e n ' j - k . 
3 i n c ó g n i t a s de t e n s i o n e s de la i n t e r f a s e k , I en k - I . 
Se condensan las t ens i ones c o r r e s p o n d i e n t e s a la i n t e r f a s e I , i . 
3 i n c ó g n i t a s de mov im ien tos en I - í . 
- Nodo t i p o F ( F i g . I I I . 3 . 1 . 5 ) -
P e r t e n e c e a las s u b r e g i o n e s i , j , k , I , m, n , o , p ( i < j < k < l < m < n < o < p ) 
3 i n c ó g n i t a s de t e n s i o n e s de la i n t e r f a s e i , j en i - j • 
3 i n c ó g n i t a s de t e n s i o n e s de la i n t e r f a s e j , k en j - k . 
3 i n c ó g n i t a s de t e n s i o n e s de la i n t e r f a s e k , 1 en k - 1. 
3 i n c ó g n i t a s de t e n s i o n e s de la i n t e r f a s e I , m en 1 - m . 
3 i n c ó g n i t a s de t e n s i o n e s de la i n t e r f a s e m, n en m - n . 
3 i n c ó g n i t a s de t e n s i o n e s de la i n t e r f a s e n , o en n - o . 
3 i n c ó g n i t a s de t e n s i o n e s de la i n t e r f a s e o , p en o - P. 
Se condensan las t e n s i o n e s c o r r e s p o n d i e n t e s a las i n t e r f a s e s j , o ; k , n; 
I , i ; m , p ; i , p . 
3 i n c ó g n i t a s de mov im ien tos en p - i . 
I I I . 4 . - A P L I C A C I O N D E L A S C O N D I C I O N E S DE C O N T O R N O 
La i m p o s i c i ó n de las c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o , es o t r o de los a p a r t a d o s im -
p o r t a n t e s en el p r o c e s o a s e g i r en la r e s o l u c i ó n de un p r o b l e m a mediante c u a l q u i e r 
mé todo . 
En n u e s t r o caso es abso lu tamen te n e c e s a r i o t amb ién , en o r d e n a c o n s e g u i r = 
dos o b j e t o s , e l p r i m e r o , e v i d e n t e m e n t e , el e v i t a r la s i n g u l a r i d a d de la m a t r i z de -
c o e f i c i e n t e s , y el segundo el c o n s e g u i r el m ismo número de ecuac iones que de i n c ó ^ 
n i t a s . E s t a n e c e s i d a d ya se comentó en el e p ' i g r a f e a n t e r i o r , en lo r e f e r e n t e a la -
p o s i b i l i d a d de a p a r i c i ó n de un m a y o r número de ecuac iones que de i n c ó g n i t a s en un 
nudo en el que i n t e r s e c t a b a n v a r i a s s u b r e g i o n e s , s iendo n e c e s a r i a la condensac ión 
de a lgunas de es tas i n c ó g n i t a s , med ian te la i n t r o d u c c i ó n de una h i p ó t e s i s comp le -
m e n t a r í a . 
En el caso de i n c ó g n i t a s del c o n t o r n o , v u e l v e a a p a r e c e r es p r o b l e m a , s o l -
ven tándose med ian te la adecuada i m p o s i c i ó n de las c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o , e ¡n -
t r o d u c i e n d o , en los casos que sea n e c e s a r i o , las a p r o x i m a c i o n e s ó r e l a c i o n e s p r e 
c i s a s p a r a e v i t a r un número mayo r de i n c ó g n i t a s , que de e c u a c i o n e s . P l a n t e a d o -
el p r o b l e m a , podemos p a s a r a e x p l i c a r como se ha r e s u e l t o . 
S o b r e el c o n t o r n o e x t e r i o r de l d o m i n i o en es tud i o pueden p r o d u c i r s e t r e s -
s i t u a c i o n e s d i f e r e n t e s , en cuen to a c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o se r e f i e r e . 
( 1 ) . - Se conoce el mov im ien to ( l os t r e s componentes) s o b r e el c o n t o r n o . 
En F i g . I I I . 4 . 1 
3 D 
u = u en 3 D 
( 2 ) . - Se conoce la t e n s i ó n ( l os t r e s componentes s o b r e el c o n t o r n o ) . 
En f i g . I I I . 4 . 1 
t . t en 3 D 
( 3 ) . - Se conoce p a r t e de los componentes de mov im ien to y el r e s t o en ten -
s«on. 
E n F i g . I I I . 4 . 1 
t = t . ... u . = u . 
i i - J J 
en 3 D con i j , 
O 
E v i d e n t e m e n t e se ha de c u m p l i r que 
3 D U 3 D U 3 D = 3 D ( c o n t o r n o t o ta l ) 
I ¿d O 
pud iendo p r o d u c i r s e que a lguno de los 3 D (k = 1 , 2 , 3) no e x i s t a . E s p r e c i s o ha -
K 
c e r n o t a r que uno de es tos casos p a r t i c u l a r e s ( 3 D = 0 k = 1 k = 3 ) p r e s e n t a al -
K 
gunos p r o b l e m a s . E s t e caso de c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o en t ens ión equ i va l en te al -
p r o b l e m a de Neumann en la T e o r í a de l P o t e n c i a l , p r e s e n t a i n f i n i t a s s o l u c i o n e s -
pues se i n c o r p o r a la p o s i b i l i d a d de mov im ien to como s ó l i d o r í g i d o . P a r a e l i m i n a r -
la caben dos s o l u c i o n e s desde el punto de v i s t a o p e r a t i v o . La p r i m e r a c o n s i s t e en= 
s u s t i t u i r las c o n d i c i o n e s en t e n s i ó n p o r c o n d i c i o n e s en mov im ien to que no " a l t e r e n " 
la c o n f i g u r a c i ó n de fo rmada del dom in io y que imp idan los mov im ien tos como só l i do= 
r í g i d o . La segunda c o n s i s t i r í a en d a r las c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o en t ens iones y -
una vez ob ten ido el s i s tema de ecuac iones y an tes de p r o c e d e r a r e s o l v e r l o , se -
anu lan los mov im ien tos de c i e r t o s pun tos que al igua l que an tes no a l t e r a n la c o n f i -
g u r a c i ó n d e f o r m a d a e imp iden los m o v i m i e n t o s como s ó l i d o r í g i d o . P a r a a c l a r a r -
es tas i d e a s , nos r e f e r i m o s al caso s e n c i l l o de la F i g 1 I I . 4 . 2 , que r e p r e s e n t a un -
cubo somet ido a t r a c c i ó n en las c a r a s 3) y 4) y l i b r e de t e n s i o n e s en el r e s t o . 
La p r i m e r a de las opc iones enunc iadas e x i j i r í a d a r las c o n d i c i o n e s r e a l e s -
en c a r a s 3 ) , 1) y 2)y on5) , 6) y 7 ) , e l i m i n a r c i e r t a s t ens iones y s u s t i t u i r l a s p o r con 
d i c i o n e s de d e s p l a z a m i e n t o que imp idan el mov im ien to como s ó l i d o r í g i d o y que s e -
r í a n : desplazamiento nu lo según z en l a - c a r a 6 ) . d e s p l a z a m i e n t o nu lo según x en la -
c a r a 5) y d e s p l a z a m i e n t o nu lo según y en la c a r a 4 ) . E s t o ú l t i m o , e q u i v a l d r í a a e l i -
m i n a r las t e n s i o n e s n o r m a l e s en d i c h a c a r a , v a l o r e s que deben a p a r e c e r en las -
r e a c c i o n e s en la misma al r e s o l v e r el s i s tema de e c u a c i o n e s . C u a l q u i e r o t r a concU 
c i ó n , no s i m é t r i c a de la a n t e r i o r , m o d i f i c a r í a la de fo rmada del c u b o . La segunda -
opc ión s e r í a d a r las c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o en t ens i ones y f i j a r c o n d i c i o n e s de -
apoyo en a lgunos de los nodos P o r e j e m p l o , s i e x i s t i e r a n nodos en los c e n t r o s de -
las c a r a s , b a s t a r í a con i m p e d i r los mov im ien tos n o r m a l e s de los nodos c e n t r a l e s -
de las c a r a s 4 ) , 5) y 6 ) . La f o r m a en que o p e r a t i v a m e n t e se i m p o n d r í a es ta cond i -
c i ó n s o b r e el s i s t ema de e c u a c i o n e s , p o d r í a s e r s imp lemen te anu lando la f i l a y c o -
lumna de la m a t r i z c o r r e s p o n d i e n t e al g r a d o de l i b e r t a d que se desea e l i m i n a r , e x -
cep to el e lemento de la d iagona l p r i n c i p a l que se h a r í a igual a u n o , y el t é r m i n o -
c o r r e s p o n d i e n t e del v e c t o r de c a r g a s se hace igua l al v a l o r del mov im ien to p r e s -
c r i t o . 
P a r a el r e s t o de las s i t u a c i o n e s , la c o m p l e j i d a d del t r a t a m i e n t o de !ss con 
d i c i o n e s de c o n t o r n o es tá i n t imamente l i gada a la h i p ó t e s i s de v a r i a c i ó n de las f u n -
c i ones s o b r e los e lemen tos de la d i s c r e t i z a c i ó n , pud iendo d i f e r e n c i a r s e dos c a s o s , 
según que la v a r i a c i ó n sea cons tan te o n o , ya que el que es ta v a r i a c i ó n sea l i nea l = 
p a r a b ó l i c a , c ú b i c a , e t c , n o a fec ta al t r a t a m i e n t o , pues to que el p r o b l e m a r a d i c a -
en la c o e x i s t e n c i a en un nodo de v a r i o s e l e m e n t o s . 
# 
E n e f e c t o , pues to que en cada nodo s ó l o pueden a p l i c a r s e 3 ecuac iones i n -
t e g r a l e s , no es p o s i b l e a d m i t i r más de t r e s i n c ó g n i t a s a s o c i a d a s a é l . E s t o r e s u l -
ta i nmed ia to en el caso de v a r i a c i ó n cons tan te s o b r e el e l e m e n t o , según se r e p r e -
senta en la F i g . I I I . 4 . 3 (aunque el e lemento es un t r i á n g u l o p l a n o , el r a z o n a m i e n -
to s e r í a v á l i d o p a r a t r i á n g u l o s ó r e c t á n g u l o s , con una d e f i n i c i ó n de la geomet r ía -
de o r d e n s u p e r i o r ) . 
E s e v i d e n t e que sean c u a l e s sean las c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o , en las t r e s = 
d i r e c c i o n e s l o c a l e s de l t r i á n g u l o 1 , 2 y 3 , se c o n o c e r á n t r e s de las s e i s v a r i a b l e s 
asoc iadas a é l : u , v , w , a T^ y nunca dos de e l l a s en la misma d i r e c c i ó n . P o r * 
t a n t o , l as t r e s r e s t a n t e s , c o n s t i t u y e n las i n c ó g n i t a s del p r o b l e m a y es tá s i e m p r e -
d e t e r m i n a d o . B a s t a r á c o n o c e r la p o s i c i ó n de las i n c ó g n i t a s a s o c i a d a s al t r i á n g u l o = 
en es tud i o en el s i s tema de ecuac iones p a r a i d e n t i f i c a r la co lumna a la cua l van -
las c o n s t a n t e s de i n t e g r a c i ó n . La f i l a v i e n e d e t e r m i n a d a p o r la p o s i c i ó n que ocupa 
la e c u a c i ó n i n t e g r a l de l nodo desde el que se r e a l i z a la i n t e g r a c i ó n en el s i s tema -
de e c u a c i o n e s . 
E n c a m b i o , en el caso en que la e v o l u c i ó n es de o r d e n s u p e r i o r al constan_ 
t e , s u r g e el hecho de que los nodos p e r t e n e c e n a dos ó más e l e m e n t o s , pud iendo -
a p a r e c e r un número no aco tado de i n c ó g n i t a s a s o c i a d a s a un nodo , s u p e r i o r al -
(v o T 
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número de ecuac iones que en él se pueden p l a n t e a r . P a r a f i j a r las i d e a s , c o n s i d e r e 
mos las dos s i t u a c i o n e s de la F i g . I I I . 4 . 4 , en el caso p l ano 
(a) (b) 
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En la ( a ) , en los e l e m e n t o s ( k - 1 )y(k) adyacen tes al nodo k , se conoce la e v o -
l u c i ó n de las t e n s i o n e s , y p o r t a n t o , las dos i n c ó g n i t a s a s o c i a d a s al nodo k s e r í a n = 
los m o v i m i e n t o s de d i c h o nodo . P u e s t o que en él se pueden a p l i c a r dos E c u a c i o n e s = , 
I n t e g r a l e s , el p r o b l e m a es tá d e t e r m i n a d o . 
En la ( b ) , se conoce la e v o l u c i ó n de l os mov im ien tos s o b r e ( k - 1 ) y ( k ) , y -
p o r t a n t o , las t e n s i o n e s s o b r e d i c h o s e lemen tos c o n s t i t u y e n las i n c ó g n i t a s del p r o -
b l ema . E n c o n c r e t o , al nodo k a p a r e c e n a s o c i a d a s 4 i n c ó g n i t a s , o , ( k ) , o ( k ) , -
k - 1 k 
T ( k ) , T ( k ) , donde el í nd i ce e n t r e p a r é n t e s i s r e p r e s e n t a el nodo del cua l es tán -
—1- k 
asoc iados y el s u b í n d i c e el e lemento s o b r e el que se d e f i n e n . Una comp le ta i n fo rma 
c i ó n s o b r e la c a s u í s t i c a del caso p lano puede e n c o n t r a r s e en la r e f f J f 
E n el c a s o t r i d i m e n s i o n a l que nos ocupa el p r o b l e m a se c o m p l i c a , p a r a v a -
r i a c i ó n l i nea l o s u p e r i o r , p o r dos r a z o n e s f u n d a m e n t a l e s . 
La p r i m e r a de e l l a s es i n h e r e n t e a la d i m e n s i ó n del p rob l ema que es tamos -
e s t u d i a n d o , pues to que cada nodo l l e v a a s o c i a d a s t r e s v a r i a b l e s en l u g a r de d o s . -
La segunda , y de más g r a v e d a d , es que el n ú m e r o de e lemen tos que c o n c u r r e n en un 
nodo y p o r tan to de v a r i a b l e s a s o c i a d a s a él no es tá a c o t a d o . En 2D en un nodo so lo 
pos tan c o n c u r r i r 2 e lementos y p o r tan to el número máx imo de v a r i a b l e s que a él se 
asoc iaban e r a de s e i s (dos mov im ien tos y dos t e n s i o n e s p o r e l emen to ) , quedando -
p o r t an to r e d u c i d o a 4 (al menos 2 v a r i a b l e s se conocen) el número máx imo de incóc¿ 
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E n el caso 3 D , con a p r o x i m a c i ó n p a r a b ó l i c a , el número 1 'm ín imo de e le 
rhéntoé' Q u e c o n c u r r e n en un nodo es de 2 , c a s o del nodo A de la F i g . I I 1 . 4 . 5 -
con 9 v a r i a b l e s a s o c i a d a s (3 mov im ien tos y 6 t e n s i o n e s , 3 de cada e lemento) y s ó -
lo 3 E c u a c i o n e s I n t e g r a l e s que a p l i c a r . T a m b i é n pueden e x i s t i r nodos como el B 
que p e r t e n e c e n a 3 e lementos con 12 v a r i a b l e s a s o c i a d a s o como el C o el D que -
p e r t e n e c e n a 4 e lemen tos y t i enen p o r tan to 15 v a r i a b l e s a s o c i a d a s . 
E n muchas o c a s i o n e s , es te número de v a r i a b l e s , se r e d u c e c o n s i d e r a b l e -
mente p o r la c o n f i g u r a c i ó n g e o m é t r i c a del c o n t o r n o del pun to en e s t u d i o . A s í , p o r -
e j e m p l o , en el nodo C de la F i g . I I I . 4 . 5 que p e r t e n e c e a los e lementos 1) , 2 ) , 3 ) , -
4 ) , el v e c t o r t e n s i ó n es c o n t i n u o y p o r t a n t o , las 12 v a r i a b l e s de t ens ión se redu -
cen a 3 . Puede ev iden temente h a b e r una d i s c o n t i n u i d a d en la a p l i c a c i ó n de las c a r -
g a s , p e r o en ese caso és tas son da tos y p o r tan to só lo a p a r e c e n las 3 i n c ó g n i t a s -
del m o v i m i e n t o . Pueden a p a r e c e r , no obs tan te en d i c h o nodo , c o n d i c i o n e s m i x tas -
que c o m p l i c a r í a n el p r o b l e m a . 
P lan teada la n a t u r a l e z a del p r o b l e m a y v i s l u m b r a d a su d i f i c u l t a d , se hace= 
p r e c i s o c l a s i f i c a r los d i f e r e n t e s c a s o s que se puedan p r e s e n t a r . Es ta c l a s i f i c a -
c i ó n puede s e r hecha desde dos pun tos de v i s t a g e n e r a l e s : La p r i m e r a , p r e s e n t a n -
do las d i f e r e n t e s c o n d i c i o n e s que pueden a p a r e c e r , y la segunda a t e n d i e n d o al t i -
po de s o l u c i ó n o a p r o x i m a c i ó n que se va a d a r . Es ev iden te que las dos c o r r e p o n -
den a la misma s i t u a c i ó n , s ó l o que con temp ladas desde dos puntos de v i s t a d i s t i n -
t o s , que c o r r e s p o n d e n ev iden temen te a dos i n s t a n t e s d i f e r e n t e s de la r e s o l u c i ó n -
del p r o b l e m a . .. 
A n t e s de e s p e c i f i c a r es tas c l a s i f i c a c i o n e s es p r e c i s o p u n t u a l i z a r la t e r m i -
no log ía que se va a u t i l i z a r . 
- Los e lementos s e r á n r e f e r i d o s p o r el número de mov im ien tos que se d e s -
conocen en el m i s m o . E v i d e n t e m e n t e , en los nodos de un e lemento las c o n d i c i o n e s = 
de c o n t o r n o son c u a l i t a t i v a m e n t e las m i s m a s , s i b i en pueden e v o l u c i o n a r los v a l o -
r e s de las v a r i a b l e s . LLamaremos e lemen tos l i b r e s a a q u e l l o s en que no hay im -
pues ta n inguna c o n d i c i ó n de m o v i m i e n t o . E n la F i g . I I l . 4 . 6 a , se ha r e p r e s e n t a d o 
un e lemento de es tas c a r a c t e r í s t i c a s . 
Denomina remos e lementos de bo las a a q u e l l o s que tengan dos mov im ien tos 
p o s i b l e s y el o t r o f i j a d o . F i g . I I I . 4 . 6 ( b ) . 
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E l e m e n t o s de r o d i l l o s e r á n a q u e l l o s que tengan un mov im ien to p o s i b l e y los= 
o t r o s f i j a d o s F i g . I I I . 4 . 6 ( c ) . 
LLamaremos f i n a l m e n t e e lemento empo t rado a aquel que no t i ene l i b e r t a d de= 
mov im ien to en n ingún sen t i do que los t r e s componentes del mismo c o n s t i t u y e n las 
c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o . 
E n la F i g . I I I . 4 . 6 , se han r e p r e s e n t a d o las c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o s o b r e 
los e l e m e n t o s . S o b r e los casos (b) y (c) hay que h a c e r a lguna puntual i z a c i ó n . S iem 
p r e que e x i s t a uno ó dos da tos en m o v i m i e n t o , uno de e l l o s s e r á el mov im ien to n o r -
mal al e l e m e n t o . A s í , en el c a s o que hemos l l amado de b o l a s , la ún i ca r e p r e s e n t a -
c i ó n que se c o n s i d e r a es la de la F i g . I I I . 4 . 6 (b ) . E n el caso que hemos l lamado -
de r o d i l l o , tamb ién p o d r í a c o n s i d e r a r s e la p o s i b i l i d a d de c o n o c e r w , T ^ , v , p e r o -
no s e r í a v á l i d a a , u , v . 
De ahí la denom inac ión de es tos c a s o s como b o l a s y r o d i l l o s p o r q u e ambos= 
d i s p o s i t i v o s f í s i c o s r e p r e s e n t a n exac tamente las c o n d i c i o n e s que se van a a d m i t i r . 
- E n el es tud io de las d i f e r e n t e s s i t u a c i o n e s en que a p a r e z c a un r o d i l l o , -
c o n s i d e r a r e m o s que és te es r í g i d o , es d e c i r que s ó l o son p o s i b l e s mov im ien tos -
como el i n d i c a d o en la F i g . I I I . 4 . 7 (a ) , y no son p o s i b l e s los i nd i cados en la -
F i g . I I I . 4 . 7 ( b ) . E n la r e s o l u c i ó n del p r o b l e m a se r a z o n a r á como s i só lo f u e r a -
p o s i b l e la p r i m e r a s i t u a c i ó n s i b i en és to no s i g n i f i c a que no se pueden a d m i t i r r o -
d i l l o s no r í g i d o s , aunque en es te c a s o , la f o r m a de r a z o n a r suponga una ev iden te 
a p r o x i m a c i ó n . 
(a) F i g . I I 1 . 4 . 7 (b) 
- A p a r t i r de es te momento vamos a i n c l u i r el t é r m i n o de c a r a en l u g a r -
del e l e m e n t o . Aqué l c u b r e a é s t e . A l r e f e r i r n o s a un nodo , l l a m a r e m o s c a r a al -
c o n j u n t o de e lemen tos que c o n c u r r e n en d i c h o nodo y que es tando en el mismo p l a -
no tangen te t i e n e n las m ismas c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o . 
Como a c l a r a c i ó n nos r e f e r i r e m o s a la F i g . I I I . 4 . 8 
E n la F i g . I I I . 4 . 8 ( a ) , en el nodo P c o i n c i d e n t r e s e lementos 1) , 2 ) , 3) con 
las c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o e s p e c i f i c a d a s . E n la F i g . I I I . 4 . 8 (b ) , con las mismas= 
c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o , se han i n t r o d u c i d o en la d i s c r e t i z a c i ó n s e i s e l e m e n t o s . -
S i n e m b a r g o , e x i s t e n las mismas c a r a s que en la d i s c r e t i z a c i ó n de la F i g . I I 1 . 4 . 8 
(a), ya que los e lementos a) y b) p o r e j emp lo c o n s t i t u y e n una c a r a . S i n embargo s i= 
la d i s c r e t i z a c i ó n de la F i g . I I I . 4 . 8 f u e r a acompañada de las c o n d i c i o n e s de con -
t o r n o de la F i g . I I I . 4 . 9 el número de c a r a s s e r í a 4 , ya que los e lementos e y f no 
t i enen las m ismas c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o . 
C a r a 1 , e lementos a) y b ) . 
C a r a 2 , e lementos c) y d ) . 
C a r a 3 , e lemento e ) . 
C a r a 4 , e lemento f ) . 
La d i s t i n c i ó n hecha e n t r e c a r a s y e lementos es deb ida a que al e s t a b l e c e r -
el número de i n c ó g n i t a s que están a s o c i a d a s al nodo , dos e lementos que pe r t enezc an= 
a la misma c a r a no a p o r t a n nada más que 3 v a r i a b l e s . P o r e s o , a p a r t i r de es te mo_ 
mentó y en es te a p a r t a d o h a b l a r e m o s só lo de c a r a s y las r e p r e s e n t a r e m o s en f o r m a 
s imp le ta l y como se i n d i c a en la F i g . I I l . 4 . 1 0 , en la que tamb ién se e s p e c i f i c a -
las i n c ó g n i t a s de cada c a s o . 
c . l i b r e c . de bo las c . de r o d i l l o c . empot rada 
ó a , T , v 
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- E n lo que s igue t r a t a r e m o s todos los da tos s o b r e los e lementos en c o o r d e 
nadas l o c a l e s . Los da tos s o b r e los e lemen tos pueden v e n i r en coo rdenados g loba -
l e s , l o c a l e s ó i n t r í n s e c a s , que van a s o c i a d a s a la n u m e r a c i ó n de los nodos . E n -
c u a l q u i e r c a s o , una s e n c i l l a t r a n s f o r m a c i ó n p e r m i t e e x p r e s a r és tas en c o o r d e n a -
« 
das l o c a l e s , p o r lo que e s t a b l e c e r e m o s todo el r a z o n a m i e n t o s o b r e d i c h o s i s t e m a . 
E s t a b l e c i d a s es tas p r e m i s a s , vamos a p l a n t e a r d i f e r e n t e s c l a s i f i c a c i o n e s -
que p e r m i t i r á n a b o r d a r el p r o b l e m a de las c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o , en el caso que 
nos o c u p a . Una p o s i b l e c l a s i f i c a c i ó n , a tend iendo al t i p o de c o n d i c i o n e s e x i t e n t e s en 
los e lemen tos ( p u r o s ó m ix tos ) y al t i p o de i n c ó g n i t a s , s e r í a : 
1 . - No hay c o n d i c i o n e s m i x t a s s o b r e n ingún e lemento adyacen te al nodo . 
1 .1 . - T o d a s las c a r a s que c o i n c i d e n en el nodo t i enen da tos en moví -
m i e n t o . 
1 . 2 . - Todas las c a r a s con da tos en t e n s i o n e s . 
1 . 2 . - Todas las c a r a s con da tos p u r o s (no m ix tos ) p e r o m e z c l a d o s . 
2 . - E n a lgunos e lementos hay c o n d i c i o n e s m i x t a s . 
2 . 1 No hay ' i n cógn i t as en m o v i m i e n t o . 
2 . 1 . 1 . - A l menos en una c a r a se conocen todos los m o v i m i e n t o s . 
2 . 1 . 2 . - En n inguna c a r a se conocen los m o v i m i e n t o s , p e r o es -
tan f i j a d a s t r e s d i r e c c i o n e s l i nea lmen te i ndepend ien tes . 
2 . 2 . - E x i s t e n i n c ó g n i t a s en m o v i m i e n t o (no e x i s t e , p o r t a n t o , n inguna -
c a r a comp le t¿menté f i j a en m o v i m i e n t o s ) . 
2 . 2 . 1 . - Hay 2 ó menos c a r a s con c o n d i c i o n e s en m o v i m i e n t o . 
2 . 2 . 2 . - Hay 3 ó más c a r a s p e r o a lgunas son l i nea lmen te i n d e p e n -
d i e n t e s . 
E v i d e n t e m e n t e , es ta c l a s i f i c a c i ó n eng loba todos los casos p o s i b l e s , s i b ien 
s e r í a p r e c i s o s e g u i r e s t a b l e c i e n d o s u b a p a r t a d o s d e n t r o de los ya e s p e c i f i c a d o s , -
has ta l l e g a r a c a s o s muy c o n c r e t o s en los que se p u d i e r a e s t a b l e c e r la h i p ó t e s i s -
p a r a r e s o l v e r el p r o b l e m a . 
* 
Una f o r m a más s i s t e m á t i c a , aunque menos f í s i c a de r e s o l v e r el p rob l e ma 
s e r í a e s t a b l e c e r una c l a s i f i c a c i ó n en cuan to al número y t i p o de c a r a s que c o i n c i -
dan en un nodo . 
S i l l amamos : 
n = N ú m e r o de c a r a s que c o i n c i d e n en el nodo con 3 da tos en t e n s i ó n (ca -
o 
r a s l i b r e s ) . 
n = N ú m e r o de c a r a s que c o i n c i d e n en el nodo con 2 da tos en t e n s i ó n (ca -
r a s de b o l a s ) . 
n = I dem, con 1 da to en t e n s i ó n ( c a r a s de r o d i l l o s ) . 
n = I d e m , con 0 da tos en t e n s i ó n ( c a r a e m p o t r a d a ) . 
O r d e n a n d o los t r e s números en el o r d e n n_ n_ n n , h a b r í a que e s t u d i a r -
3 2 1 o 
cada p o s i b l e c o m b i n a c i ó n , p o r lo que la c l a s i f i c a c i ó n s e r í a en la f o r m a : 
- 0 0 1 n 
o 
- 0 1 0 n 
o 
- 1 0 0 n 
o 
- 0 1 1 n 
o 
- 1 0 1 n 
o 
- 1 1 0 n 
o 
E l v a l o r de n no a p a r e c e e s p e c i f i c a d o , p o r q u e sea cua l sea su v a l o r , n o — o -— 
a fec ta a la s o l u c i ó n a a d o p t a r , ya que no a p o r t a nuevas i n c ó g n i t a s , pues al s e r sus 
t r e s da tos en t e n s i o n e s s ó l o a p o r t a i n c ó g n i t a s en m o v i m i e n t o s , depend iendo pues -
de las c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o s o b r e el r e s t o de las c a r a s no l i b r e s . 
* 
A l igua l que suced ía en la c l a s i f i c a c i ó n a n t e r i o r e x i s t e n p a r a cada c a s o -
una s e r i e de a p a r t a d o s d i f e r e n t e s . P o r e j e m p l o , s i suponemos que en u n o o d o c o i ' n a 
den dos c a r a s de r o d i l l o y una c a r a l i b r e , no se puede l l e g a r a la misma s o l u c i ó n , -
s i la d i s p o s i c i ó n de los r o d i I l o s es la m o s t r a d a en la F i g . I I I . 4 . 1 1 (a ) , que en la -
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Una a l t e r n a t i v a a es tas f o r m a s de c l a s i f i c a r e s , ta l y como se ha d i c h o a n -
r 
t e r i o r m e n t e , a g r u p a r todas aquel las c a r a s que tengan una s o l u c i ó n s i m i l a r . 
E s t a c l a s i f i c a c i ó n es la que se s e g u i r á , p e r o con a n t e r i o r i d a d se r e c o r d a -
r á n dos p r o b l e m a s g e n e r a l e s , de la T e o r í a de e l a s t i c i d a d ya que como se v e r á más 
ade lan te las s i t u a c i o n e s que se van a p r e s e n t a r en los nodos , se r e d u c e n a t r e s y -
en dos de e l l o s s e r á p r e c i s o r e c u r r i r a los a r t i f i c i o s que a c o n t i n u a c i ó n se e x p l i -
c a n . 
E l p r i m e r o c o r r e s p o n d e a la d e t e r m i n a c i ó n de las d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s -
de t e n s i ó n y d e f o r m a c i ó n c o n o c i d a la e v o l u c i ó n de los mov im ien tos en t r e s d i r e c c i o -
nes d e f i n i d a s , l i nea lmen te i n d e p e n d i e n t e s . « 
Nos r e f e r i r e m o s a un s i s t ema de e j e s c a r t e s i a n o s x , y , z , ( F i g . I I I . 4 . 1 2 ) 
y a un s i s t ema loca l V , 2 , 3 c o r r e s p o n d i e n t e a las d i r e c c i o n e s s o b r e las c u a l e s co -
nocemos la evo luc i ón de los mov imien tos que v e n d r á n de f i n i das po r v , v , 
1 2 3 
F i g . 1 I 1 . 4 . 1 2 
LLamando u , v , w a los campos de mov imien to según los e jes x , y , z d e f i n i -
dos en el en to rno del o r i g e n , podemos e s c r i b i r las s i gu ien tes ecuac iones : 
u, = v u . v 1 v , = V v . v w, 1 = V w. v ^ 
u , 2 = v u . v 2 v , 2 = V V * V 2 W , 2 = V W ' V 2 H l .4 .1 
u » 3 = vu. v^ V , 3 = V V* V3 w , 3 = Vw. v 3 
An tes de c o n t i n u a r el p r o c e s o g e n e r a l , hay que hace r no ta r que en la mayo-
r í a de los c a s o s , se conoce rán los datos en mov imien to en coordenadas l oca les -
( J í » v ^ , w ^ ) , en ta l c a s o , una t r a n s f o r m a c i ó n de e jes de la fo rma 
donde L es la m a t r i z usual de cosenos d i r e c t o r e s , p e r m i t e e n c o n t r a r las d e r i v a d a s 
o 
de los mov imien tos g loba les en las d i r e c c i o n e s 1 , 2 , 3 . 
Las d e r i v a d a s u , ^ se ob t ienen como la tangente a una pa rábo la de f i n ida p o r 
t r e s puntos ( los t r e s nodos de la d i r e c c i ó n que se c o n s i d e r a ) 
Las ecuac iones I I I . 4 . 1 , se pueden poner también en la f o rma : 
1 







1 z u, X 
U , 2 








' = u I I I . 4 . 2 















. w I I I . 4 . 4 
Vamos a i n t e n t a r c a l c u l a r las evo luc iones de los mov im ien tos x , y , z , en -
func iones de las evo luc iones s o b r e 1 , 2 , 3 , c o n o c i d a s . 
La r e l a c i ó n buscada se puede e x p r e s a r en la f o r m a : 
u , = A 
xyz 
( 3 , 1 ) ( 3 , 3 ) 
123 
( 3 , 1 ) 
. 4 . 5 
E f e c t i v a m e n t e , a p a r t i r de I I I . 4 . 1 y a g r u p a n d o se puede e s c r i b i r : 
U) U| u. 
.1 2 3 
V<1 V ' 2 V ' 3 
W ' 1 W ' 2 W ' 3 i 
f U, u , u , 1 
x y z 
v , v , v , 
x . y z 
. W , W, W , . . „ _ _ 
x y zJK 1z 2z 3z 
'vi V V ' 
1 x 2x 3x 
1 y 2y 3z 
v v v 
. 4 . 6 
donde v es la componente j de l v e c t o r u n i t a r i o de la d i r e c c i ó n i 
i j 
Despe jando la m a t r i z de d e r i v a d a s r e s p e c t o a x , y , z y t r a s p o n i e n d o q u e d a -
r á i 
- 1 
V V V 
1 x 2x 3x 
V 1y V 2y V3y 
V, V0 V _ 1 z 2z 3z 
T 
U ' l V ' 1 W ' 1 
U ' 2 V ' 2 W ' 2 
l ü , 3 V ' 3 W ' 3 ' L U í z V ' z W í z J 
U, V, w, X X X 
U, V, w, 
y y y III.4.7 
que es p r e c i s a m e n t e la e x p r e s i ó n I I I . 4 . 6 , con 
A = 
V , V O v 1 x 2x 3x 
v v v 
1 y 2y 3y 
v v v 
L 1 z 2z 3z 
- 1 
. 4 . 8 
Los componentes de A t e n d r á n la s i g u i e n t e e x p r e s i ó n : 
A 1 1 " ( v 2 y v 3 z " v 3y v 2 z ) / a 
1 2 = " ( v 2 x v 3 Z " v 3 X v 2 Z ) / a 
A . _ = ( v 0 v-, - v 0 v 0 ) / A 13 2x 3y 2y 3x 
A - - (v, v-, " V f v , ) / A 21 1 y 3z 1 z 3y 
A 2 2 " ( v 1x v 3 Z " v 3 X v T Z ) A 
I I I . 4 . 9 
A (y, vo — v o Vi )/A 
23 1 x 3y 3x 1 y 
A 3 1 y v 2 z " v 2y v ' 1 z ) / a 
3 2 " " ( v 1 x v 2 z " v 2 x v 1 " z ) / A 
A 3 3 " ( v 1 x v 2 y " v 2 x v 1 y ) A 
donde 
A = v v v + v v v + v v v 
1 x 2y 3z 2x 3y í z . T y 2z 3x 
_ V V V _ V V V _ V V V M I /i 1(1 
1z 2y 3z 3y 2z í x i y 2x 3z 
E s t e v a l o r de A s e r á n u l o , cuando las t r e s d i r e c c i o n e s \> NV V sean l i nea l 
1 2 3 
mente i n d e p e n d i e n t e s , lo que i m p l i c a que no es p o s i b l e el e s t a b l e c i m i e n t o de las -
ecuac iones a n t e r i o r e s . 
P o r t a n t o , l as r e l a c i o n e s buscadas son: 
U ' x = A 1 1 U ' 1 + A 1 2 U ' 2 + A 1 3 U , 3 
u > y = A 2 l u » i + ^22 U , 2 + ^23 U,^ 111.4.11 
u , = A „ , u . + u . + A . ^ u . 
z 31 1 32 2 33 3 
y en f o r m a aná loga se e s t a b l e c e r á n r e l a c i o n e s s i m i l a r e s p a r a v y w . 
Una vez ob ten idos los r e s u l t a d o s l I 1 . 4 . 1 1 se pueden c a l c u l a r las deforma-
c i o n e s u n i t a r i a s , a t r a v é s del t e n s o r de Cauchy A l . 3 
e = u , e = u , G = u , 
X X y y Z I I I . 4 . 1 2 
e = I ( u , 4V, ) e = i ( u , + w , ) e = j ( v , + w , ) 
xy y x xz z x yz z y 
Obten ido el t e n s o r de d e f o r m a c i o n e s e , podemos ob tene r los v a l o r e s de -
¡ j 
las d e f o r m a c i o n e s p r i n c i p a l e s ; med ian te 









e - e 
z 
= 0 I I I . 4 . 1 3 
R e s o l v i e n d o el d e t e r m i n a n t e obtenemos una e c u a c i ó n de la f o r m a : 
3 2 
e + A e + B e + C = 0 I I I . 4 . 1 4 
donde A , B y C s o n las i n v a r i a n t e s del t e n s o r d e f o r m a c i ó n 
La r e s o l u c i ó n de la 1 1 1 . 4 . 1 4 , p e r m i t e d e t e r m i n a r los v a l o r e s e ^, e ^ , e j j j » 
d e f o r m a c i o n e s p r i n c i p a l e s del es tado de d e f o r m a c i ó n e x i s t e n t e en el e n t o r n o de l pun 
to en e s t u d i e . 
E x i s t e n v a r i a s s i t u a c i o n e s según l os v a l o r e s r e l a t i v o s de V | , v 11' v 111 * ~ 
que a n a l i z a r e m o s a c o n t i n u a c i ó n : 
e ¿ e ¿ e 
\ II I I I 
E n es te c a s o , es tán d e t e r m i n a d a s las d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s v , v ^ , v ^ j , 
que se ob t i enen de la s i g u i e n t e ecuac ión : 






e _ e e 
y yz 






= 0 I I 1 . 4 . 1 5 
p a r a e = e y t en iendo en cuen ta que 
2 2 2 . 
I + m + n = 1 




en f o r m a a n á l o g a , s u s t i t u y e n d o e p o r e y p o r e . ob tend r íamos : 
II ni 
m. 
I I I 
m. 
e . = e .. = e 
E n es te c a s o , l os t e n s o r e s de d e f o r m a c i ó n y t e n s i ó n son e s f é r i c o s , y 
c u a l e s q u i e r a 3 d i r e c c i o n e s o r t o g o n a l e s son e j es p r i n c i p a l e s . La s o l u c i ó n más 
s e n c i l l a es h a c e r 
v = i V ! I = J = k 
e = e ^ p e r o £ e ^ (ó s i t u a c i ó n s i m é t r i c a ) 
E l es tado de t ens i ones se puede r e p r e s e n t a r p o r un e l i p s o i d e de r e v o l u -
c i ó n . P a r a la d e f o r m a c i ó n de v a l o r d i f e r e n t e se h a l l a su v e c t o r u n i t a r i o en la f o r -
ma e x p l i c a d a a n t e r i o r m e n t e y en un p lano p e r p e n d i c u l a r , se c a l c u l a n dos e j es -
c u a l e s q u i e r a p e r p e n d i c u l a r e s e n t r e s í . 
Sea cua l sea la s o l u c i ó n de la e c u a c i ó n I I I . 4 . 1 4 , una vez c a l c u l a d o s los= 
v a l o r e s de v^, v ^ , v ^ se puede e x p r e s a r el v e c t o r t e n s i ó n asoc iado a una d i r e c -
c i ó n c u a l q u i e r a en el e s p a c i o de t ens i ones p r i n c i p a l e s . F i g . I I I . 4 . 1 3 . A s í , s i T 
P r e p r e s e n t a el v e c t o r t e n s i ó n a s o c i a d a a una d i r e c c i ó n c u a l q u i e r a v : 
F i g . I I I . 4 . 1 3 
_ v P 
I = 1 R * 
o e x p l í c i t a m e n t e 
0 
v 
1 1 I . 4 . 1 6 
l 0 v, ' 
donde v r e p r e s e n t a el v e c t o r d i r e c c i ó n en el s i s tema de c o o r d e n a d a s p r i n c i p a -
P 
e S V | e s ' a c o m P o n e n t e d e v s o b r e el e je I ) . 
E l segundo p r o b l e m a que se va a r e s o l v e r es el de e x p r e s a r una componen 
te del v e c t o r t e n s i ó n en una d i r e c c i ó n a p a r t i r del r e s t o , de las componen tes , y -
o t r o v e c t o r t e n s i ó n en el m ismo pun to , en o t r a d i r e c c i ó n . E s t o se c o n s i g u e , a p l i -
cando la r e l a c i ó n de Cauchy e n t r e los p l a n o s , a s o c i a d o s a d i chas d i r e c c i o n e s . 
H a c i e n d o r e f e r e n c i a a la F i g . I I I . 4 . 1 4 , supongamos que q u e r e m o s e x p r e s a r la -
t e n s i ó n no rma l s o b r e la c a r a (a) en f u n c i ó n de las t e n s i o n e s s o b r e la c a r a (b) y el 
r e s t o de las de la ( a ) . 
A P R O X I M A C I O N DE N U M E R A C I O N I I 1 .4 
E s ev i den te que aunque en la F i g . I I I . 4 . 1 4 hemos r e p r e s e n t a d o los e j e s en 
el c e n t r o de las c a r a s (a) y (b) nos es tamos r e f i r i e n d o a dos v e c t o r e s t e n s i ó n T v a 
y T v def ¡n idos s o b r e un pun to común A . 
La r e l a c i ó n de Cauchy e x i g e que: 
v a b v b a 
I V) — 1 I I 1 . 4 . 1 7 
donde los v e c t o r e s T v y v es tán en c o o r d e n a d a s g l o b a l e s , 
A h o r a b i e n , t en iendo en cuen ta que: 










y que ana logamente 
r - b 1 
x 
T V b = < 







la exp res ión I I I . 4 . 1 7 , se t r a n s f o r m a en: 
v b v ~ v 
2 3 
1 1 
- 3 " 3 l 3 
= ( v a v a v a \ 
v 1 2 3 ' 
b b^ 
° i ' i 
b b 
n 2 *2 
b b 
3 3 
que se puede p o n e r en la f o r m a 
( V A V A V A ) 
V 1 2 3 ' 
/ _ b - b - b \ _ { v v v ) 






- v a _ 
- a v -
1 1 
M B 3 
V 1 + 
b a V) 
« n ~ + 2 2 
xi b a 
o 1 o + 2 2 
3 
b 





a b v v 
- b a b a b a b 
V 2 = V 1 P1 + v 2 n2 + V 3 n 3 
- b a b a b a b 
V 3 = V 1 ' i + V 2 ' 2 + v 3 l 3 
de la e x p r e s i ó n I I I . 4 . 1 8 podemos ya d e s p e j a r el v a l o r de a 
- a - a - a - b - b v v v v v 
b 1 a 2 a 3 a 2 b 3 b 
A = O + T + T T T 
- b - b n - b t - b n - b t 
V V V V V 
1 1 1 1 1 
I I I . 4 . 1 9 
La e x p r e s i ó n l l 1 . 4 . 1 9 y las s i m i l a r e s , p e r m i t e n p u e s , e x p r e s a r una compo-
nente de la t e n s i ó n en un p u n t o , en f u n c i ó n de l r e s t o y de o t r o v e c t o r t ens i ón asoc ia 
do a ese pun to en o t r a d i r e c c i ó n . 
La e x p r e s i ó n I I I . 4 . 1 9 , d e f i n i d a es tá en c o o r d e n a d a s l oca les ( l as tens iones) 
p o r q u e és tas s e r á n no rma lmen te las componen tes de los v e c t o r e s t e n s i ó n que se -
m a n e j a r á n en los p r o b l e m a s , tan to s i son v a l o r e s c o n o c i d o s , como s i c o n s t i t u y e n -
las i n c ó g n i t a s de l p r o b l e m a . 
La ú n i c a sa l vedad que es n e c e s a r i o h a c e r es que deb ido a que las c o o r d e n a -
das l o c a l e s son d i f e r e n t e s p a r a cada e l e m e n t o , es n e c e s a r i o h a c e r una t r a n s f o r m a -
a b 
c i ó n de las n o r m a e l s v y : v p a r a e x p r e s a r l a s en componentes i n r í n s e c a s del -
v 
e lemento c o n t r a r i o , p a r a p o d e r r e a l i z a r el p r o d u c t o e s c a l a r p o r la T c o r r e s p o n -
d i e n t e . 
F i n a l i z a d o s los dos d e s a r r o l l o s a n t e r i o r e s , vamos a v e r que todas las p o s i -
A P R O X I M A C I O N N U M E R I C A I I I . 4 
b i l i d a d e s de a c t u a c i ó n en la d e t e r m i n a c i ó n de las i n c ó g n i t a s asoc iadas a un nodo se 
pueden r e s u m i r en t r e s , que l l amamos: de a p l i c a c i ó n r e c t a , de a p l i c a c i ó n de la -
c o n d i c i ó n de Cauchy y de uso de las t e n s i o n e s p r i n c i p a l e s . 
I I 1 . 4 . 1 A P L I C A C I O N D I R E C T A 
En es te c a s o , s o l o e x i s t e n t r e s i n c ó g n i t a s a s o c i a d a s al nodo , p o r lo que -
el ú n i c o p r o b l e m a e s t r i b a en d e t e r m i n a r c u a l e s s o n , según las c o n d i c i o n e s que -
e x i s t e n s o b r e cada uno de los e lementos que c o n c u r r e n en é l . Vamos a c o n s i d e r a r = 
independ ien temente todas las c a r a s aunque el número de i n c ó g n i t a s es de 3 . U t i l i z a 
mos p a r a i d e n t i f i c a r cada c a r a , un número de 4 c i f r a s n , n , n . n_ que r e p r e s e n 
o 1 2 3 ~ 
t a , como ya se d i j o , el número de c a r a s l i b r e s , de b o l a s , de r o d i l l o s y empot radas . 
1 . - Todas las c a r a s que c o i n c i d e n en el nodo son l i b r e s (0 0 0 n ) . En -
o 
este c a s o , l as t r e s i n c ó g n i t a s a s o c i a d a s al nodo son las t r e s componentes del mov i -
mien to en c o o r d e n a d a s g l o b a l e s . 
2 . - E x i s t e una c a r a de bo las y el r e s t o son c a r a s l i b r e s (0 0 1 n. ) . o 
F i g . I I I . 4 . 1 .1 , nodo A . E n es te c a s o las t r e s i n c ó g n i t a s asoc iadas al no -
do son: 
- La te i r fs ión no rma l en la c a r a de bo las (en el nodo $ . 
- Los dos mov im ien tos en el p r o p i o p lano de la c a r a de bo las (en el nodo A ) . 
E n és te como en los casos que s i guen se r e p r e s e n t a n las c a r a s s o b r e un 
t r i e d r o p o r c o m o d i d a d , s i n que e l l o s i g n i f i q u e p é r d i d a de g e n e r a l i d a d . En los casos 
en que los ángu los j ueguen un papel i m p o r t a n t e se i n d i c a r á t á c i t a m e n t e . 
z 
3 . - E x i s t e una c a r a de r o d i l l o s y el r e s t o son c a r a s l i b r e s (0 1 0 n ) n o -
o 
do A de la F i g . I I 1 . 4 . 1 . 2 . 
Las t r e s i n c ó g n i t a s a s o c i a d a s al nodo son : 
- E l mov im ien to en la d i r e c c i ó n que p e r m i t e el r o d i l l o ( d i r e c c i ó n x en el no 
do A en la F i g . I I I . 4 . 1 . 2 . 
- La t e n s i ó n no rma l y la t e n s i ó n en la d i r e c c i ó n longi tudinal , al r o d i l l o en -
d i cha c a r a ( d i r e c c i o n e s y , z r e s p e c t i v a m e n t e en la c a r a de r o d i l l o s (a) de la f i g u r a 
I I I . 4 . 1 . 2 . 
4 . - E x i s t e una so la c a r a empo t rada y el r e s t o son c a r a s l i b r e s (1 0 0 n ) o 
nodo A de la F i g . I I I . 4 . 1 . 3 . (E l hecho de u s a r el t é r m i n o empo t rado no s i g n i f i c a -
que los mov im ien tos sean nu los en d i cha c a r a , s i no s imp lemente que se c o n o c e n . -
A l g o aná logo puede d e c i r s e de las c a r a s de bo las y de las de rod i l lo ) . . 
F i g . 1 I I . 4 . 1 . 3 
Las t r e s i n c ó g n i t a s a s o c i a d a s al nodo son las t r e s t ens i ones del nodo. A en 
la c a r a e m p o t r a d a . 
No hay i n c ó g n i t a s en mov im ien to ya que p o r p e r t e n e c e r el nodo A a la c a r a 
e m p o t r a d a , se conocen sus t r e s m o v i m i e n t o s . 
5 . - E x i s t e n dos c a r a s de bo las y el r e s t o de las c a r a s son l i b r e s (0 0 0 n ) o 
Punto A de la F i g . I I 1 . 4 . 1 . 4 . 
z 
Las c a r a s de b o l a s , imp iden dos m o v i m i e n t o s en el nodo A , p o r e l l o las in -
c ó g n i t a s del nodo son: 
- Un mov im ien to (no c o n t e n i d o en el p lano d e f i n i d o p o r las n o r m a l e s a las -
c a r a s de b o l a s ) . 
- Las dos t ens iones n o r m a l e s a las c a r a s de b o l a s . 
E l v a l o r del ángu lo no i n f l u y e en el t r a t a m i e n t o del p r o b l e m a . 
6 . - E x i s t e una c a r a de bo las y una c a r a de r o d i l l o s que no son p e r p e n d i c u -
l a r e s a la a r i s t a común , es tando el r e s t o de las c a r a s l i b r e s Nodo A de la 
Fig . I I I . 4 . 1 . 5 . 
P a r a c u a l q i i e r v a l o r de ex y s i e m p r e que 3 £ 90 2 los t r e s mov im ien tos del -
nodo A es tán d e t e r m i n a d o s . P o r t a n t o , no hace f a l t a m a n i p u l a r los d a t o s , ya que -
las i n c ó g n i t a s son : 
- T e n s i ó n no rma l en la c a r a de b o l a s . 
- T e n s i ó n no rma l en el r o d i l l o y t angenc ia l en su d i r e c c i ó n . 
S i 3 = 90 g en el nodo A el m o v i m i e n t o según z es una i n c ó g n i t a , s iendo ne -
c e s a r i o e l i m i n a r una de las t e n s i o n e s r e l a c i o n á n d o l a con las demás (vease I I I . 4 . 2 ) 
7 . - E x i s t e n t r e s c a r a s de bo las s i endo el r e s t o de las c a r a s l i b r e s , nodo A 
de la F i g . I I I . 4 . 1 . 6 . 
• 
A l e s t a r f i j a d o s los mov im ien tos en t r e s d i r e c c i o n e s l i nea lmen te indepen -
d i e n t e s ( l as n o r m a l e s a las c a r a s de bo las ) no hay i n c ó g n i t a s en m o v i m i e n t o . Las -
t r e s i n c ó g n i t a s del nodo A son las t e n s i o n e s n o r m a l e s a las c a r a s de b o l a s . 
F i g . I I I . 4 . 1 . 6 
I I I . 4 . 2 . - A P L I C A C I O N D E LA R E L A C I O N DE C A U C H Y 
En los c a s o s d e s c r i t o s a n t e r i o r m e n t e , no ha s i d o p r e c i s o m a n i p u l a r los d a -
tos e x i s t e n t e s , pues en todos e l l o s no e x i s t í a n más de t r e s i n c ó g n i t a s asoc iadas al = 
nodo . E n los c a s o s que s i g u e n , e x i s t e un e x c e s o de v a r i a b l e s asoc iadasa l nodo y se 
r á p r e c i s o u s a r la r e l a c i ó n de C a u c h y , de una u o t r a f o r m a p a r a r e d u c i r e l número= 
de i n c ó g n i t a s a 3 . E l g r a d o de a p r o x i m a c i ó n que se i n t r o d u c e es d i f e r e n t e en cada= 
c a s o , según el t i p o de s u p o s i c i ó n que se e s t a b l e z c a y que se i r á d e s c r i b i e n d o a -
c o n t i n u a c i ó n p a r a cada uno de e l l o s . 
1 . - E x i s t e n dos c a r a s de r o d i l l o s y el r e s t o de l a s c a r a s que c o n c u r r e n en 
el nodo son l i b r e s (0 , 2 , 0 n ) . 
P u e s t o que caben d i f e r e n t e s d i s p o s i c i o n e s en las c a r a s e n t r e sí y de los -
r o d i l l o s con r e s p e c t o a la a r i s t a común e s t u d i a r e m o s v a r i o s c a s o s . 
o 
1 . 1 . - Los r o d i l l o s no son p e r p e n d i c u l a r e s a la a r i s t a común , (nodo A F í g . 
I 1 I . 4 . 2 . 1 ) . 
a ¿ 90-
« 
F i g . I I I . 4 . 2 . 1 
En es te c a s o , el mov im ien to está t o ta lmen te imped ido en el nodo A y en p r i n 
c i p i o e x i s t e n 4 i n c ó g n i t a s (dos p o r cada r o d i l l o ) , p o r lo que de la ecuac ión I I l . 4 . 1 8 
se puede d e s p e j a r T supues ta n la d i r e c c i ó n de los r o d i l l o s en la c a r a b ) . 
n 
b a b a D a 
donde se ha pues to T en f u n c i ó n T y T (da tos) y de ° , ° , T que 
n n t n n t 
quedan como las i n c ó g n i t a s del nodo A . 
Los r o d i l l o s se han p r e s e n t a d o como p a r a l e l o s ^ p e r p e n d i c u l a r e s a la a r i s -
tas común , p e r o pueden t e n e r d i r e c c i ó n c u a l q u i e r a . 
1 . 2 . - Los r o d i l l o s son p e r p e n d i c u l a r e s a la a r i s t a común . E n es te c a s o , -
ta l como se a p r e c i a en la F i g . I I I . 4 . 2 . 2 , e x i s t e p o s i b i l i d a d de mov im ien to en la ó]_ 
r e c c i ó n de la a r i s t a común . P o r e l l o hay en p r i n c i p i o 5 i n c ó g n i t a s asoc iadas a u n -
nodo ta l como el A de la F i g . I I I . 4 . 2 . 2 : el mov im ien to y las dos t ens i ones p o r cada 
r o d i l l o . 
P a r a r e d u c i r el número de i n c ó g n i t a s a t r e s , anu lamos una de las t ens iones 
t a n g e n c i a l e s , lo que c o n s t i t u y e una e v i d e n t e ap rox imac ión^ y la o t r a la c a l c u l a r e m o s 
empleando la r e l a c i ó n de C a u c h y . 
2 . - E x i s t e una c a r a de r o d i l l o s y una c a r a de b o l a s , es tando el r e s t o de -
las c a r a s l i b r e s . Además los r o d i l l o s son p e r p e n d i c u l a r e s a la a r i s t a común . Nodo 
A de la F i g . I I I . 4 . 2 . 3 . (0 1 1 n ) . 
E x i s t e n c u a t r o i n c ó g n i t a s a s o c i a d a s a un nodo de es tas c a r a c t e r í s t i c a s . Un 
mov im ien to (en la d i r e c c i ó n z en la F i g I I I . 4 . 2 . 3 ) y t r e s t ens iones (dos de l r o d i l l o 
y una de la b o l a ) . 
La r e l a c i ó n 
e j e m p l o , la t e n s i ó n 
de Cauchy p e r m i t e e l i m i n a r una de las t e n s i o n e s 
t engenc ia l en el r o d i l l o 
i n c ó g n i t a s . P o r 
donde A Y A son las i n c ó g n i t a s del p r o b l e m a j u n t o con los mov im ien tos y T » T 
B „ N 1 
y T son d a t o s . 
y t 
3 . - E x i s t e una c a r a empo t rada y una c a r a de b o l a s , es tando el r e s t o de las 
c a r a s l i b r e s . (1 0 1 n ) nodo A de la F i g . I I . 4 . 2 . 4 o 
Aunque concep tua l r r en te i d é n t i c o s o p e r t i v a m e n t e podemos d i s t i n g u i r dos 
c a s o s : 
3 . 1 . - Las c a r a s e r rpo t radas y de bo las no son p e r p e n d i c u l a r e s e n t r e s í . 
(a ¿ 90^ en la F i g . I I I . 4 . 2 . 4 . 
E x i s t e n 4 i n c ó g n i t a s en t e n s i ó n ( t r e s de la c a r a empo t rada y una de la c a r a 
de b o l a s ) . La r e l a c i ó n de Cauchy p e r m i t e e l i m i n a r la t e n s i ó n no rma l en esta ú l t i m a 
c a r a . 
- a - a - a - b - b • 
a a a , b b 
donde a , T , T son las i n c ó g n i t a s del p r o b l e m a y T y T d a t o s , 
n t n t 
3 . 2 . - Las c a r a s empo t radas y de bo las son p e r p e n d i c u l a r e s e n t r e s í (a = 90 9 
en la F i g . I I I . 4 . 2 . 4 ) . 
E x i s t e n las m ismas i n c ó g n i t a s , p e r o no es p o s i b l e e l i m i n a r la t e n s i ó n no rma l 
de la c a r a de b o l a s , pues to que la r e l a c i ó n de Cauchy en es te c a s o , i d e n t i f i c a so lo -
t ens iones n o r m a l e s a la a r i s t a común . S e r á p r e c i s o p o r t a n t o , e l i m i n a r la t ens i ón -
tangenc ia l de la c a r a empo t rada que sea no rma l a la a r i s t a común ( d i r e c c i ó n n en la= 
F i g . I I I . 4 . 2 . 4 ) . 
- b - b - b - a - a 
v v v v v 
a 1 b 2 b 3 b 1 a 3 a 
T O + T + T C T 
n - a . - a n - a t - a - a t v • v v v v 
2 2 2 2 2 
b a a , b b 
donde a a , T son las i n c ó g n i t a s de l nodo y T y T son d a t o s . 
t n t 
4 . - E x i s t e una c a r a de r o d i l l o s y dos de b o l a s , es tando el r e s t o de las ca -
r a s l i b r e s (0 1 2 n ) . Nodo A de la F i g . I I I . 4 . 2 . 5 
o 
F i g . I I i . 4 . 2 . 5 
No e x i s t e n i n c ó g n i t a s en m o v i m i e n t o y hay c u a t r o i n c ó g n i t a s en t ens i ones 
(dos del r o d i l l o y una p o r cada c a r a de b o l a s ) . E l i m i n a m o s la t e n s i ó n tangenc ia l del 
r o d i l l o , a p l i c a n d o la r e l a c i ó n de Cauchy en la c a r a de bo las c o n v e n i e n t e . 
rr b - b - b - b - b V V V V V 
T a 1 „ b 2 b 3 b 1 a 3 a T a + T + T a - T 
N V A V A N V A 1 V A V A 1 
2 2 2 2 2 
donde a y a son i n c ó g n i t a s y las T son todos d a t o s . 
5 . - E x i s t e una c a r a empo t rada y dos c a r a s de b o l a s , es tando el r e s t o de -
las c a r a s l i b r e s . Nodo. A de la F i g . I I I . 4 . 2 . 6 . (1 0 2 n ) . 
E l caso 3 s i r v e como e x p l i c a c i ó n de la s o l u c i ó n que se va a d a r a este caso, 
pues to que cada c a r a de bo las se t r a t a i ndepend ien temen te con r e s p e c t o a la c a r a * -
empott ada con a r r e g l o a lo d i c h o en el c a s o 3 . P o r t a n t o , si l as t r e s c a r a s no son= 
p e r p e n d i c u l a r e s e n t r e s í , de i d é n t i c a f o r m a se e l i m i n a n las t ens i ones de las c a r a s = 
de bo las y nos quedamos s ó l o con las de la c a r a e m p o t r a d a . S i a lguna c a r a de bo la= 
es n o r r r a l a la c a r a empo t rada se e l i m i n a una i n c ó g n i t a de t e n s i ó n tangenc ia l de la -
c a r a empo t rada de (según la f o r m a i n d i c a d a en 3 . 2 ) y se i n c l u y e la t e n s i ó n no rma l = 
a la c a r a de bo las^ íii 
6 . - E x i s t e una c a r a de bo las y dos c a r a s de r o d i l l o s , cump l i éndose que d i -
chos r o d i l l o s no son p e r p e n d i c u l a r e s a la a r i s t a común o lio son p a r a l e l o s a la ca -
r a de b o l a s , ( 0 2 1 n ) . E l r e s t o de las c a r a s es tán l i b r e s . Nodo A de la -
o 
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No e x i s t e n i n c ó g n i t a s en m o v i m i e n t o y se t r a t a de un caso de a p l i c a c i ó n de -
Cauchy pues las 5 i n c ó g n i t a s de t e n s i ó n que e x i s t e n (dos p o r cada r o d i l l o y una p o r 
la c a r a de bo las se pueden r e d u c i r a t r e s , ( l as t e n s i o n e s n o r m a l e s en las t r e s ca -
r a s a p l i c a n d o dos v e c e s la r e l a c i ó n ) . S i n inguna de las c a r a s de r o d i l l o es p a r a l e -
la a la c a r a de b o l a s , se e l i m i n a n las t e n s i o n e s t a n g e n c i a l e s de los r o d i l l o s . A s í -
p a r a la c a r a a) de la F i g . I I I . 4 . 2 . 7 . • 
S i el r o d i l l o es p a r a l e l o a la c a r a de b o l a s , no puede e l i m i n a r s e la t ens ión 
tangenc ia l en l a f o V m a ind i cada a n t e r i o r m e n t e . En es te c a s o , se e l im ina con las -
t ens iones de la o t r a c a r a del r o d i l l o (es p o s i b l e que los dos r o d i l l o s sean perpend_i_ 
c u l a r e s a la a r i s t a común , y en ese c a s o , no se p o d r í a a p l i c a r la r e l a c i ó n de C a u -
chy e n t r e ambas , p o r lo que se t r a t a como un c a s o de t ens i ones p r i n c i p a l e s , ta l -
como se v e r á más a d e l a n t e ) . 
E n el caao de la F i g . I I l . 4 . 2 . 7 , p a r a e l i m i n a r la t e n s i ó n tangenc ia l T -
• en la c a r a b) de r o d i l l o s , hacemos: 
- b - -b - -b - a - a 
. v _ v _ v . , v _ , 
T b = 1 . a 3 + L t 3 + L T a _ ___1__ 0 b _3_ T b 
n - b - b n - b t - b - b t 
V V V V V 
2 2 2 2 2 
a b b a a 
donde a y a son i n c ó g n i t a s T y T son da tos y T es ta r e l a c i o n a d a s e -
c a c c a 
gun la e x p r e s i ó n a n t e r i o r con a y o i n c ó g n i t a s y T n T | . y T n d a t o s P o r ~ 
lo que el p r o b l e m a es tá d e t e r m i n a d o . 
l l 1 . 4 . 3 . - C A S O D E F E N S I O N E S P R I N C I P A L E S 
A n t e r i o r m e n t e , se v i o que cuando se conoc ía la e v o l u c i ó n de los mov im ien -
tos según t r e s d i r e c c i o n e s l i nea lmen te i n d e p e n d i e n t e s , e r a p o s i b l e e v a l u a r las d i -
r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s de t e n s i ó n y d e f o r m a c i ó n , y p o r t a n t o , todas las i ncógn i t as -
en t e n s i ó n se pueden e x p r e s a r en f u n c i ó n de las t e n s i o n e s p r i n c i p a l e s que c o n s t i -
t u i r á n p o r t a n t o , las t r e s i n c ó g n i t a s del p r o b l e m a . En o t r a s ocas iones no se conoce 
ra la e v o l u c i ó n de mov im ien tos a n t e r i o r m e n t e i n d i c a d o s , p e r o s i s e r á p o s i b l e e s t a -
b l e c e r una h i p ó t e s i s de f o r m a d i r e c t a s o b r e las d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s , p o r lo -
que el p r o b l e m a queda igua lmen te d e t e r m i n a d o . Los casos t r a t a d o s de esta f o r m a -
son: 




nodo A de la F i g . I I 1 . 4 . 3 . 1 . 
z 
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No hay i n c ó g n i t a s en mov im ien tos y hay t an tas en t ens i ones como número de 
c a r a s empo t radas m u l t i p l i c a d a s p o r t r e s . Se conoce la e v o l u c i ó n de los m o v i m i e n -
tos en 3 d i r e c c i o n e s l i nea lmen te i n d e p e n d i e n t e s , d i r e c c i o n e s x , y , z , de la -
F i g . I I I . 4 . 3 . 1 . Se s i gue p o r tan to el p r o c e s o e x p l i c a d o a n t e r i o r m e n t e que p e r m i t e 
e x p r e s a r todas las i n c ó g n i t a s en t e n s i ó n a p a r t i r de las t r e s p r i n c i p a l e s . 
En el caso de que haya t r e s c a r a s e m p o t r a d a s , el p r o c e s o es exac tamente -
el m i s m o . 
2 . - T r e s c a r a s de r o d i l l o s . D i s t i n g u i r e m o s dos c a s o s : 
2 . 1 . - T r e s c a r a s de r o d i l l o s s iendo dos de e l l o s p a r a l e l o s y el r e s t o l i b r e = 
( 0 3 0 n ) . Nodo A de la F i g . I I I . 4 . 3 . 2 . 
En es te c a s o , el nodo A no se puede m o v e r y además , hacemos la h i p ó t e s i s = 
de que la v a r i a c i ó n de l os mov im ien tos a lo l a r g o de t r e s d i r e c c i o n e s es n u l a , p o r -
lo que el t e n s o r de d e f o r m a c i o n e s es nu lo y p o r tan to e s f é r i c o . Las d i r e c c i o n e s g lo 
ba les pueden s e r tomadas como d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s e x p r e s a n d o las t e n s i o n e s -
i n c ó g n i t a s de cada c a r a a p a r t i r de las t e n s i o n e s p r i n c i p a l e s , al igua l que en el c a -
s o a n t e r i o r . ' 
2 . 2 . - T r e s c a r a s de r o d i l l o s , cada dos de las c u a l e s no son p a r a l e l a s 
(O 3 o n j . Nodo A de la F i g . I I I . 4 . 3 . 3 . 
En es te c a s o , se conocen los mov im ien tos en el nodo A p e r o hay, exceso de= 
i n c ó g n i t a s en t e n s i ó n . La a p l i c a c i ó n de las t e n s i o n e s p r i n c i p a l e s , r e q u i e r e el c o n o -
c e r la v a r i a c i ó n de los t r e s m o v i m i e n t o s en 3 d i r e c c i o n e s l i nea lmen te i n d e p e n d i e n -
t e s . 
Aqu í se conoce s ó l o la de los m o v i m i e n t o s en 3 d i r e c c i o n e s . E n vez de cono 
c e r el t e r c e r m o v i m i e n t o , se conoce una t e n s i ó n t a n g e n c i a l . La h i p ó t e s i s que se es 
tab lece es que la v a r i a c i ó n del t e r c e r m o v i m i e n t o s o b r e la c a r a del r o d i l l o es 
igual a la e v o l u c i ó n de la t e n s i ó n tangenc ia l c o n o c i d a . De es ta m a n e r a , se pueden = 
d e t e r m i n a r las d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s . 
3 . - Una c a r a empo t rada y una c a r a de r o d i l l o s , es tando el r e s t o de las c a -
r a s l i b r e s . Según la p o s i c i ó n r e l a t i v a de l r o d i l l o con r e s p e c t o a la c a r a empo t r ada , 
podemos c o n s i d e r a r dos c a s o s : 
3 . 1 . - Rod i l lo no p a r a l e l o a la a r i s t a común (1 1 0 n ) . Nodo A de la -
o 
F i g . I I I . 4 . 3 . 4 . 
Se conocen los t r e s m o v i m i e n t o s y hay c i n c o t ens iones i n c ó g n i t a s (una se -
p o d r í a e l i m i n a r a p l i c a n d o una r e l a c i ó n de C a u c h y , p e r o no la o t r a ) . Se conoce la -
e v o l u c i ó n de los mov im ien tos en dos d i r e c c i o n e s , ( x , z en la F i g . I I 1 . 4 . 3 . 4 ) . 
E n la d i r e c c i ó n y , se conoce la e v o l u c i ó n só lo de dos mov im ien tos (el u y -
el v en la F i g . I I I . 4 . 3 . 4 ) . 
La e v o l u c i ó n del mov im ien to w se es t ima p o r la e v o l u c i ó n de la t ens i ón t a n -
genc ia l conoc ida en la c a r a de r o d i l l o s ( T XZ en la F i g ) E l p r o c e s o una vez d e t e r -
m inadas las d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s es el u s u a l . 
3 . 2 . - R o d i l l o p a r a l e l o a la a r i s t a común (1 1 0 n ) . Nodo A de la F i g . 
o 
I I I . 4 . 3 . 5 . 
E n es te c a s o s o l o se conoce la v a r i a c i ó n de mov im ien tos en las d i r e c c i o n e s 
c o r r e s p o n d i e n t e s a las a r i s t a s de la c a r a e m p o t r a d a . Es n e c e s a r i o pues h a c e r 
o t r a h i p ó t e s i s . 
C o n s i d e r a m o s una d i r e c c i ó n p r i n c i p a l , la d i r e c c i ó n de mov im ien to del r o -
d i l l o y una segunda d i r e c c i ó n p r i n c i p a l que s e r í a una de las a r i s t a s de la c a r a e m -
p o t r a d a . 
E v i d e n t e m e n t e , la t e r c e r a d i r e c c i ó n se c a l c u l a r í a a p a r t i r del p r o d u c t o -
v e c t o r i a l de las dos a n t e r i o r e s . 
4 . - Una c a r a e m p o t r a d a , una c a r a de r o d i l l o y una c a r a de bo las (1 1 1 n O 
Nodo A de la F i g . I I I . 4 . 3 . 6 . 
F i g . I I 1 . 4 . 3 . 6 
No hay i n c ó g n i t a s en m o v i m i e n t o , y las i n c ó g n i t a s en t e n s i ó n se t r a t a n de -
manera i d é n t i c a al caso a n t e r i o r 3 , om i t i endo la i n f o r m a c i ó n de la c a r a de b o l a s . 
5 . - Una c a r a de bo las y dos c a r a s de r o d i l l o p e r p e n d i c u l a r e s a la a r i s t a -
común y p a r a l e l a a la c a r a de b o l a s , es tando el r e s t o de las c a r a s l i b r e s (0 2 1 n ) 
Nodo A de la F i g . I I 1 . 4 . 3 . 7 
F i g . I I I . 4 . 3 . 7 
Las c a r a a de r o d i l l o s son p e r p e n d i c u l a r e s a la de b o l a . No e x i s t e n i n c ó g n i -
tas en mov im ien to y s í c i n c o i n c ó g n i t a s en t e n s i ó n . No es p o s i b l e a p l i c a r la r e í a -
c i ó n de Cauchy p a r a r e d u c i r a t r e s el número de v a r i a b l e s . P o r e l l o , se hace la 
h i p ó t e s i s de que la a r i s t a común a las c a r a s de r o d i l l o ( d i r e c c i ó n z en la F i g . ) es= 
una d i r e c c i ó n p r i n c i p a l . Las o t r a s dos d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s se e l i g e n en el p l a -
no no rma l a d i cha d i r e c c i ó n . 
6 . - Dos c a r a s empo t radas y una c a r a de r o d i l l o s o de b o l a s , es tando el 
r e s t o de las c a r a s l i b r e s (2 1 0 n ) ó (2 0 1 n ) . Nodo A de las F i g . I I I . 4 . 2 . 8 
o o 
y I I I . 4 . 3 . 9 . r e s p e c t i v a m e n t e . 
E n es tos c a s o s , no hay i n c ó g n i t a s en m o v i m i e n t o s y pues to que hay dos ca -
r a s e m p o t r a d a s , se puede c o n o c e r la e v o l u c i ó n de los mov im ien tos en 3 d i r e c c i o n e s 
l i nea lmen te i ndepend ien tes ( s i n tomar en cuenta el r o d i l l o o la b o l a ) , p o r lo que la -
r e s o l u c i ó n es s i m i l a r a la del caso 1 de a p l i c a c i ó n de t e n s i o n e s p r i n c i p a l e s . 
7 . - E x i s t e una c a r a empo t rada y dos c a r a s de r o d i l l o es tando el r e s t o de -
l a s c a r a s l i b r e s (1 2 0 n ) . 
o 
No e x i s t e n ev iden temen te i n c ó g n i t a s en mov im ien to y las r e l a c i o n e s de C a u -
chy no son s u f i c i e n t e s como p a r a r e d u c i r el número de i n c ó g n i t a s . A p l i c a m o s el 
concep to de t e n s i ó n p r i n c i p a l , y aunque los dos r o d i l l o s p e r m i t i r í a n e n c o n t r a r la -
e v o l u c i ó n exac ta en una d i r e c c i ó n que c o m p l e t a r í a las dos de la c a r a empo t rada 
F i g . I I I . 4 . 3 . 1 0 , en o t r ó s ^ a s o s , es to no r e s u l t a r í a p o s i b l e F i g . I I I . 4 . 3 . 1 1 . 
P o r t a n t o , se toma p a r a c u a l q u i e r nodo de es ta s i t u a c i ó n la c a r a empo t rada 
y una de las de r o d i l l o , s u s t i t u y e n d o la e v o l u c i ó n de mov im ien to en la d i r e c c i ó n des 
conoc ida p o r la de t ens i ones t a n g e n c i a l e s , al igua l que se ha hecho con a n t e r i o r i -
dad en l os c a s o s de una c a r a empo t rada y una de r o d i l l o s . 
8 . - C u a l q u i e r c o m b i n a c i ó n de c a r a s n_ n 0 n n que cump la : • 3 ¿ 1 o 
n , + n + n > 4 
Se toma e - 0 p o r lo que se a p l i c a t e n s i o n e s p r i n c i p a l e s con : 
v = ¡ v = ¡ v = k 
I II J I I I 
E s t a h i p ó t e s i s es r a z o n a b l e , ya que la v a r i a c i ó n de los d i s t i n t o s mov imien-
tos en t r e s d i r e c c i o n e s es p r e s u m i b l e m e n t e n u l a . 
Como se ha v i s t o , e l p l an team ien to de c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o , es e n g o r r o ^ 
so y p o d r í a m o s d e c i r que l l eno de a p r o x i m a c i o n e s . S i n e m b a r g o , y e v i d e n t e m e n t e , -
es la ún i ca mane ra de c o n s e g u i r un s i s tema c o m p a t i b l e de ecuac iones l i n e a l e s . 
P o r o t r o l a d o , en lo que a la a p r o x i m a c i ó n se r e f i e r e , hemos de d e c i r , que 
no es tan ta p o r dos r a z o n e s f u n d a m e n t a l e s . P r i m e r a el hecho de que se han tomado 
en g e n e r a l , y s a l v o muy con tados c a s o s , a p r o x i m a c i o n e s no so lo r a z o n a b l e s , s ino= 
en la m a y o r í a de los c a s o s e x a c t a s , y en segundo l u g a r , es te e fec to es muy l o c a l i -
zado en el nudo t r a t a d o en esa f o r m a , p o r lo que una m e j o r a en la d i s c r e t i z a c i ó n -
hace p r á c t i c a m e n t e d e s a p a r e c e r es tos e f e c t o s , a p a r t i r de d i s t a n c i a s muy c e r c a -
ñas a la s i t u a c i ó n i n i c i a l de l nudo . 
E s t a a f i r m a c i ó n ha s i d o d e m o s t r a d a f ehac ien temen te no só lo en el caso bid¡_ 
m e n s i o n a l , s i n o tamb ién en el t r i d i m e n s i o n a l (Lachat ) con; a p r o x i m a c i o n e s mucho -
más b u r d a s e i n e x a c t a s que las que aquí se han l l e vado a c a b o . 
1 I 1 . 5 . - R E S O L U C I O N DEL S I S T E M A DE E C U A C I O N E S 
La s o l u c i ó n de los p r o b l e m a s p l an teados a t r a v é s de l B . 1 . E . M . t i ene dos fa -
ses p r e p o n d e r a n t e s en cuan to a l c o s t e , que son la i n t e g r a c i ó n y la r e s o l u c i ó n del s i s 
tema de e c u a c i o n e s r e s u l t a n t e . E s p o r e l l o p o r lo que es n e c e s a r i o c u i d a r espec ia l -
mente el t r a t a m i e n t o de d i c h o s p r o c e s o s . 
E n lo que se r e f i e r e a la i n t e g r a c i ó n se ha imp lementado un método ó p t i m o , -
s i gu iendo los esquemas de una c u a d r a t u r a de Gauss adap ta t i va ( I I I . 2 ) . En cuan to -
al s i s tema de e c u a c i o n e s , posee a lgunas c a r a c t e r í s t i c a s e s p e c i f i c a s , que pueden -
s e r e x p l o t a d a s p a r a c o n s e g u i r una a d e c u a c i ó n óp t ima del método de r e s o l u c i ó n al p r o 
b lema p r o p u e s t o . 
Como se ha d e s a r r o l l a d o en el a p a r t a d o I I I . 3 , en el caso de u t i l i z a r un méto_ 
do de s u b r e g i o n a l i z a c i ó n , la m a t r i z p o d r á s e r d i v i d i d a en d i v e r s o s g r u p o s , que a b a r -
can un número v a r i a b l e , p e r o c o n o c i d o de c o l u m n a s . E s t o s g r u p o s p o s e e r á n una c o n -
f i g u r a c i ó n d e f i n i d a , como se v i ó en II I . 3 y d e n t r o de e l l a s las co lumnas t e n d r á n en -
i dén t i ca p o s i c i ó n los e lementos i gua les a c e r o . A s í p u e s , cada g r u p o p o d r í a s e r d i v i -
d i do en d i v e r s o s b loques de c o e f i c i e n t e s d i s t i n t o s de c e r o . 
P o r o t r o lado p o r c u e s t i o n e s p r o p i a s del mé todo , la d iagona l p r e s e n t a r á u n a -
f r a n j a de t é r m i n o s d i s t i n t o s de c e r o , y p o r supues to en gene ra l no s e r á s i m é t r i c a . E n 
d e f i n i t i v a nos e n c o n t r a m o s ante una m a t r i z d i s p e r s a con muchos t é r m i n o s i gua les a -
c e r o en s i t u a c i ó n p e r f e c t a m e n t e c o n o c i d a . 
Se p r e s e n t a pues la p o s i b i l i d a d , dadas las g r a n d e s d imens iones p r e v i s t a s p a -
r a el s i s t e m a , de no a l m a c e n a r d i c h o s e lementos n u l o s , p a r a a p r o v e c h a r al máx imo el 
d i s p o s i t i v o de a lmacenam ien to . E s t a p o s i b i l i d a d d e s c a r t a i n i c i a l m e n t e los métodos de 
e l i m i n a c i ó n que n e c e s i t a n de memor i a a u x i l i a r p a r a a lmacenamien to de los c e r o s , que= 
p o s t e r i o r m e n t e d e j a r á n de s e r l o . 
O t r o i n c o n v e n i e n t e a d i c i o n a l c o n s i s t e en el hecho de que la i n t e g r a c i ó n se r ea 
l i za de f o r m a que se van c o n s i g u i e n d o co lumnas de la m a t r i z , p o r lo cua l se n e c e s i t a -
r í a un p r o c e s o i n i c i a l p a r a a l m a c e n a r la m a t r i z p o r f i l a s que es como se n e c e s i t a r í a -
en la r e s o l u c i ó n . E l l o c o n l l e v a un t i empo a d i c i o n a l de c á l c u l o . 
E x i s t e n o t r a s dos causas a d i c i o n a l e s que f a v o r e c e n la d e c i s i ó n en f a v o r de un 
método i t e r a t i v o . La p r i m e r a e s t r i b a en el hecho de la p o s i b i l i d a d de e x t e n s i ó n del pro 
ceso al campo p l á s t i c o , lo que s i g n i f i c a el e s t a b l e c i m i e n t o de un p r o c e d i m i e n t o i n c r e - t 
mental (vease I V . 2 ) que p e r m i t e el p a r t i r de un v e c t o r i n i c i a l de i t e r a c i ó n , el co r res_ 
pond ien te al i n c r e m e n t o a n t e r i o r , muy p r ó x i m o al r e a l y que p o r tan to aumenta la r a p | 
dez en la c o n v e r g e n c i a . 
La segunda causa es p r á c t i c a m e n t e i d é n t i c a a la a n t e r i o r p e r o en el caso de -
e l a s t i c i d a d , ya que en gene ra l es p o s i b l e p a r t i r de un v e c t o r i n i c i a l p a r e c i d o al r e a l , 
aumentando en mucho la c o n v e r g e n c i a . E l c á l c u l o de es te v e c t o r i n i c i a l se e x p l i c a en 
I I I . 5 . 2 . 
C e n t r á n d o n o s ya en los métodos i t e r a t i v o s d i r e m o s que los métodos de Gauss -
S e i d e l , S o u t h w e l l ó Jacob i n e c e s i t a n , p a r a su c o n v e r g e n c i a que la m a t r i z del s i s tema 
sea s i m é t r i c a y d e f i n i d a p o s i t i v a . S i n embargo una t r a n s f o r m a c i ó n de l t i po S = A A 
no s e r í a p o s i b l e , pues d e s t r u í r i a m o s la e s t r u c t u r a del s i s t e m a . Tampoco nos es p o s i -
b le una a d a p t a c i ó n ta l que nos p e r m i t a una r e a l i z a c i ó n i n t e r n a de l p r o d u c t o A A . * -
A s í p u e s , r e s u l t a n i m p o s i b l e s . 
E l método en d e f i n i t i v a que se ha d e s a r r o l l a d o es el método del g r a d i e n t e con 
j u g a d o , pues aunque la m a t r i z del s i s tema debe de s e r s i m é t r i c a y d e f i n i d a p o s i t i v a , -
podemos r e a l i z a r las s e c u e n c i a s p r o p i a s del método s i n e f e c t u a r la m u l t i p l i c a c i ó n de 
A T . A , como se v e r á en I I I . 5 . 2 . 
F r e n t e a es te método el c o r r e s p o n d i e n t e al g r a d i e n t e descenden te no p r e s e n -
ta n inguna v e n t a j a , ya que no es más que una v e r s i ó n no p e r f e c c i o n a d a del m i s m o , y= 
el del g r a d i e n t e con jugado m o d i f i c a d o tampoco es p o s i b l e pues neces i t a una m a t r i z -
K \ a p r o x i m a c i ó n de la S ^ = ( A ^ . A ) \ m a t r i z que no es c o n o c i d a , n e c e s i t á n d o -
se un n ú m e r o mayo r de o p e r a c i o n e s . 
E l método del g r a d i e n t e con jugado fue i n t r o d u c i d o en 1952 p o r Hes tenes y -
S t e i f e l , p a r a r e s o l v e r s i s t e m a s de ecuac iones l i n e a l e s 
A x = b I I I . 5 . 1 
donde A es una m a t r i z n x n s i m é t r i c a y d e f i n i d a p o s i t i v a . E s t e método t i ene como -
p r o p i e d a d e s p a r t i c u l a r e s el q u e , en ausenc ia de e r r o r e s de r e d o n d e o , se ob t iene la -
s o l u c i ó n en n i t e r a c i o n e s como máx imo , y o t r a muy i m p o r t a n t e en n u e s t r o c a s o , el h e -
cho de que la m a t r i z no n e c e s i t a e n c o n t r a r s e en m e m o r i a , en cada i t e r a c i ó n , s iendo -
tan s ó l o n e c e s a r i o c a l c u l a r el p r o d u c t o de A p o r un v e c t o r z p a r t i c u l a r . 
O t r a s e r i e de p r o p i e d a d e s i m p o r t a n t e s del método s o n , el que no r e q u i e r e una 
e s t i m a c i ó n p r e v i a de p a r á m e t r o s , a p r o v e c h a la d i s t r i b u c i ó n de los a u t o v a l o r e s del -
o p e r a d o r de i t e r a c i ó n , y s o b r e todo r e q u i e r e muy pocas r e s t r i c c i o n e s en la m a t r i z A 
p a r a un c o m p o r t a m i e n t o ó p t i m o . 
E n d e f i n i t i v a , es tas son las p r i n c i p a l e s r a z o n e s que han j u s t i f i c a d o la e lec -
c i ó n , que es tá amp l iamente r e f r e n d a d a p o r d i s t i n t o s a u t o r e s ( G a m b o l a t t i , R e i d , Con -
c u s , J e r n i n g s , e t c ) . 
I I 1 . 5 . 1 E L M E T O D O DEL G R A D I E N T E C O N J U G A D O 
Los métodos i t e r a t i v o s de r e s o l u c i ó n de s i s t e m a s de ecuac iones l i n e a l e s , s e -
e n c u a d r a n d e n t r o del m a r c o más gene ra l de los métodos a p r o x i m a d o s de r e s o l u c i ó n -
de ecuac iones del t i p o , 
A x = b I I I . 5 . 1 . 1 
donde x £ X , b £ Y y A es un o p e r a d o r l i n e a l , d e f i n i d o en el espac io X , A £ L ( X ) . 
E s t o s métodos t r a t a n de ob tene r una s o l u c i ó n x n £ X a p r o x i m a d a a la so lu 
c i ó n r e a l x , de f o r m a que a lgún f unc iona l de e r r o r sea m ín imo , ó b ien las c o m p o -
nentes del v e c t o r A x R y del v e c t o r b R £ Y*"1, en un c i e r t o espac io de p r o y e c c i ó n -
sean las m ismas (métodos p r o y e c t i v o s ) . 
La f i l o s o f í a de los métodos i t e r a t i v o s , s i b i e n p a r t e de es tas p r e m i s a s es aj_ 
go d i f e r e n t e , ya que van c o n s i g u i e n d o una s e c u e n c i a de es te t i p o de s o l u c i o n e s a p r o 
x imadas en la f o r m a a n t e r i o r , c u y o l ím i t e c o i n c i d e con la s o l u c i ó n r e a l . Podemos -
pues d e c i r que un método i t e r a t i v o es un método a p r o x i m a d o a p l i c a d o an c i e r t o núme 
r o de v e c e s , p o r lo que muy b r e v e m e n t e r e c o r d a r e m o s la base de un método a p r o x i -
mado que ya se v i ó en el c a p í t u l o I . 
E n un método a p r o x i m a d o e x i s t e n t r e s pasos fundamen ta les : 
- E l e c c i ó n de l espac io X R y del e s p a c i o y " , que en la m a y o r p a r t e de los 
p r o b l e m a s c o i n c i d e n . 
- E l e c c i ó n del e s p a c i o V de p r o y e c c i ó n . 
- D e f i n i c i ó n del f unc iona l a m i n i m i z a r , ó b ien del método de p r o y e c c i ó n en -
n n 
o r d e n a i g u a l a r l as componentes en V de A x y de b . 
n n 
Los t r e s espac ios X Y y V v i enen d e f i n i d o s fundamenta lmente p o r su d imen 
s ión y una base de v e c t o r e s , m i e n t r a s que el método de p r o y e c c i ó n c o i n c i d e n o r m a l -
men tecone l p r o d u c t o e s c a l a r p a r t i c u l a r d e f i n i d o en el e s p a c i o de t r a b a j o X , ya que = 
X n , V C X , y t i enen la topo log ía i nduc ida p o r X . 
A s í , en el caso p a r t i c u l a r de s i s t e m a s de ecuac iones l i n e a l e s a l g e b r a i c a s -
X = Y = I R n , y el p r o d u c t o e s c a l a r es el no rma l e n t r e v e c t o r e s en I R n . 
E l e s p a c i o a p r o x i m a n t e X depende del método e l e g i d o , así como el espac io = 
n 
de p r o y e c c i ó n , que sue le s e r un s u b e s p a c i o de X . E n es te caso p a r t i c u l a r de que -
V C X P , pod remos p l a n t e a r el p r o b l e m a en la f o r m a s i g u i e n t e (métodos de Bubnov -
G a l e r k i n ) . r 
Sea u . i = 1 , 2 , . . . I una base de X y u j = 1 , 2 , . . . m m < I la base= 
' J 
c o r r e s p o n d i e n t e a V . 
La base a p r o x i m a d a X pod rá e x p r e s a r s e como 
x = a. u . i i 
I I . 5 . 1 . 2 
tal como hemos d i c h o a n t e r i o r m e n t e , supues to c o n o c i d o b , el p rob lema puede p lan -
t e a r s e i gua lando las componentes s o b r e V de Ax y de b en la f o r m a 
( A x " , u . ) = a. (A u . , u . ) = ( b n , u . ) 
J i i J J 
I I I . 5 . 1 . 3 
donde el p a r é n t e s i s s i g n i f i c a p r o d u c t o e s c a l a r , y se ha hecho uso de I I I . 5 . 1 . 2 y del 
hecho de que A es l i n e a l ; La e c u a c i ó n I I I . 5 . 1 . 3 r e p r e s e n t a un s is tema de m ecuacio_ 
n e s . A s i , en el caso de I = m p o d r a n d e t e r m i n a r s e las a. en el s i s tema a n t e r i o r , s u -
pues to c o n o c i d o b y ev iden temente las u . S i n e m b a r g o , en los métodos i t e r a t i v o s -i 
se s igue o t r a t á c t i c a . Se suponen c o n o c i d a s I - m a y se van v a r i a n d o todos ó a lau 
i ~ — 
nos de los I - m v e c t o r e s a s o c i a d o s a es tas c o n s t a n t e s . En a lgunos métodos se m o d i -
f i can los m v e c t o r e s de la base de V en cada i t e r a c i ó n con el ob je to de a c e l e r a r la -
c o n v e r g e n c i a (métodos no e s t a c i o n a r i o s ) . 
Hac iendo un i n c i s o hemos de d e c i r que el p r o c e d i m i e n t o a n t e r i o r es equ i va len 
te en el caso de m a t r i c e s A s i m é t r i c a s y d e f i n i d a s p o s i t i v a s a la m i n i m i z a c i ó n del -
f unc iona l de R i t z (vease [ 59 ] ) . 
Q (x) = i x T Ax - x T b I I I . 5 . 2 . 4 
ob ten iendose en cada s o l u c i ó n v e c t o r e s x t a l e s que i 
Q (x . , ) < Q (x . ) I I I . 5 . 1 . 5 .+1 . ; 
i 
i 
C e n t r á n d o n o s ya en el método del g r a d i e n t e c o n j u g a d o , hemos de d e f i n i r los -
espac ios X n , V e Y n , y a p l i c a r el método p r o p u e s t o . A p a r t i r de a h o r a , y s i n p é r d i -
da de g e n e r a l i d a d c o n s i d e r a r e m o s s i m é t r i c a a la m a t r i z A ya que en caso i t e r a t i v o -r 
una s imp le p r e m u l t i p l i c a c i ó n del s i s tema p o r A ^ p e r m i t i r á t r a t a r l o de es ta f o r m a . 
El e s p a c i o X*"* de a p r o x i m a c i ó n es una v a r i e d a d l i nea l de IR de d imens ión 
t r e s , c u y o s v e c t o r e s base son: E l v e c t o r a p r o x i m a d o en la i t e r a c i ó n a n t e r i o r x . , el 
v e c t o r r e s i d u o en d i cha i t e r a c i ó n r d e f i n i d o como i 
r . = b - A x . I I I . 5 . 1 . 6 i i 
y un t e r c e r v e c t o r que c o r r e s p o n d e a la d i f e r e n c i a e n t r e las dos ú l t i m a s a p r o x i m a c i o 
nes p o r un c i e r t o e s c a l a r x que p o s t e r i o r m e n t e c a l c u l a r e m o s 
V . = (x . - x . ) I I I . 5 . 1 . 7 
i - l i i - 1 
En d e f i n i t i v a es p o s i b l e e x p r e s a r el v e c t o r s o l u c i ó n en la i t e r a c i ó n i + 1 como 
x . = a x . + a. r . + a. v . , I I I . 5 . 1 . 8 i+l X ' i i i i -1 
El e s p a c i o de p r o y e c c i ó n se escoge p r e c i s a m e n t e el f o r m a d o p o r r y v , , y 
i i - l 
o 
a se supone igua l a 1 . Se o b s e r v a en d e f i n i t i v a que ev iden temente como d i j i m o s x va i 
v a r i a n d o en o r d e n a c o n s e g u i r la s o l u c i ó n r e a l , p e r o en el caso p a r t i c u l a r de es te mé 
todo tamb ién camb ian los v e c t o r e s base del espac io p r o y e c c i ó n . Es pues un método no 
e s t a c i o n a r i o . E l hecho de que r y v , son l i nea lmen te i ndepend ien tes en cada i t e r a -i i - l 
c i ó n y p o r tan to g e n e r a n una v a r i e d a d de d i m e n s i ó n dos es i n m e d i a t o , y se demues t ra , 
más a d e l a n t e . P o r ú l t i m o el v e c t o r b R se escoge igua l a b , es d e c i r que el ú l t i m o v a -
l o r que se c o n s i g a de x™, s i la s u c e s i ó n (x . ) es c o n v e r g e n t e s e r í a la s o l u c i ó n r e a l . 
P lan teemos pues el p r o b l e m a según I I I . 5 . 1 . 3 . 
I gua lando las componentes de A x v de b r e s p e c t o a r . y v . t end remos el 
i + l i i - l 
s i s tema de dos ecuac iones 
T A T A 1 T A 2 T U r A x + r A a r + r A a v . = r . b 
i i i i i i . i i - l i 
T A T A 1 T A 2 T U v . , A x . + v . , A a r . + v . , A a. v . , = v . , b i -1 i i - l I I i - l i i -1 i - l 
y ten iendo en cuenta 1 1 1 . 5 . 1 . 5 , y d i spon iéndo lo en fo rma m a t r i c i a l podemos e s c r i b i r 
r ^ A r . i i 
v T , A r . i - l i 
r ^ A v „ i i - l 
v J A v . i - l i - l 
T 
r r i i 
= * 
T 
v . r . 
. i - l i 
. 5 . 1 . 9 
^ 1 2 
Reso l v i endo p a r a a y a se ob t iene: i i 
T 




v . A v . i i 
v T , A r i - l i 
T . 
v A v i - l i - l 
, con . 5 . 1 . 1 0 
y hab iendo tomado la v a r i a b l e x de I I I . 5 . 1 .7 el v a l o r 1 / a ] , . A p a r t i r de las e x p r e -
1 - 1 1 
s iones 1 1 1 . 5 . 1 . 6 y I 1 1 . 5 . 1 . 7 , e i n t r o d u c i e n d o el v a l o r de a. ^ que se puede d e d u c i r 
de I I I . 5 . 1 . 10 se puede , f i na lmen te d e m o s t r a r la o r t o g o n a l i d a d de v . y r . : 
T 
v . , r . = 0 
i - 1 i 
I I I . 5 . 1 . 1 1 
(Un d e s a r r o l l o comp le to de lo a n t e r i o r puede e n c o n t r a r s e en [ 7 1 ] 
Como r e s u m e n , un p r o c e s o de c á l c u l o de la i t e r a c i ó n i supues to c o n o c i d o x • 
i 
y r . es como s i g u e , h a s t a la o b t e n c i ó n de x , y r 
» i+1 í+1 
- Se c a l c u l a el v a l o r de g . 
{ T 
v - i A v - 1 i - i i - l 
Se c a l c u l a v . = r . + R . v . „ I I 1 . 5 . 1 . 1 2 
i p i i - I 
T 
1 V i r i Se c a l c u l a a = a = 
T A v A v . i i 
y ya se puede c a l c u l a r x , y r i+l i + l 
x . , = x . + a. v . i+l i i i 
r . „ = r - a í A v . i+1 i I I 
t 
I I I . 5 . 1 . 1 3 
I I I . 5 . 2 . - A S P E C T O S C O M P U T A C I Q N A L E S 
La imp lemen tac ión del Método en el o r d e n a d o r p a r a la r e s o l u c i ó n del s i s tema -
de ecuac iones a que conduce el Método de los e lementos de C o n t o r n o , cuyas c a r a c t e -
r í s t i c a s ya se han a n a l i z a d o , p r e s e n t a dos a s p e c t o s i m p o r t a n t e s que es n e c e s a r i o e s -
t u d i a r . 
E l p r i m e r o se r e f i e r e a la e l e c c i ó n e f e c t i v a de la secuenc ia de o p e r a c i o n e s en 
una i t e r a c i ó n , de la cua l hemos dado a n t e r i o r m e n t e la secuenc ia b a s e . E l segundo se= 
r e f i e r e a la e l e c c i ó n del v e c t o r i n i c i a l p a r a la p r i m e r a i t e r a c i ó n . 
En cuan to al p r i m e r a s p e c t o , hay que t e n e r en cuenta que la secuenc ia desa -
r r o l lada en I I 1 . 5 . 1 es va l ida p a r a el caso de que la m a t r i z A sea s i m é t r i c a . Pues to -
que el M . E . C . da l u g a r a m a t r i c e s no s i m é t r i c a s , una p r i m e r a p o s i b i l i d a d s e r í a p r e -
m u l t i p l i c a r el s i s tema A x = b p o r A . 
A T A . x = A T b I I I . 5 . 2 . 1 
donde A s e r í a s i m é t r i c a y supues ta d e f i n i d a p o s i t i v a . Una vez r e a l i z a d a es ta 
t r a n s f o r m a c i ó n p o d r í a m o s a p l i c a r la secuenc ia a n t e r i o r m e n t e d e s a r r o l l a d a . A h o r a -
b i e n , el p r o d u c t o A s o b r e todo cuando el p r o b l e m a sea de g randes d ímens iones= 
puede r e s u l t a r muy l a b o r i o s o , p o r lo que vamos a i n t e n t a r i n t r o d u c i r es te p r o d u c t o -
d e n t r o de la secuenc ia de o p e r a c i o n e s de cada i t e r a c i ó n . 
A n t e s de p l a n t e a r es ta o p c i ó n , podemos r e f l e x i o n a r s o b r e la secuenc ia p lan -
teada en I I I . 5 . 1 .1 2 pues to que no r e s u l t a s e r la más idónea p a r a a p l i c a r el c á l c u l o = 
numér i co . E n e f e c t o , puede v e r s e que en cada i t e r a c i ó n se r e a l i z a n dos p r o d u c t o s de 
m a t r i z p o r v e c t o r : A . v . y A . r . . P a r a r e d u c i r es tas o p e r a c i o n e s hacemos: 
T 
v r 
T , i - 1 ¡ - 1 
V i A • v , = — 
a ¡ - l 
Sus t i tuyendo en & .: 
i 
T A T A a. , v. , A r . a . , r . A v . , 
i - l i - l i i - l i i - l . 
v r v r 
i - 1 i - 1 i - 1 i - 1 
como 
- a . , A v . . = r . - r i - l t -1 i i - l 
se t iene para 0 . 
i 
r . ( r . - r . , ) 
i i i - l 
3 . = 
' T 
V i V i 
Puede demos t ra rse que 
T 
r r . , = 0 
i i - 1 
T T 
v r = r r 
¡ - 1 i - l i - 1 i - 1 
con lo c u a l , B queda: 
i 
T 
r . r . 
i i 
1 = " T 
r ¡ - i V i 
Por tanto la secuencia ahora queda en la forma 
T 
r r . 
i i . = _ _ _ _ _ 
r ¡ - i r ¡ - i 
v . = r . + 3 . v. 
i i i i - l 
T 
r r . i i 
a ¡ . . . 
v A v . 
i i 
x . , = x . + a v 
i+1 i i i 
r. = r . - a . A v . i+1 i i i 
I I . 5 . 2 . 2 
En este secuencia se observa que só lo se efectúa en cada i t e rac i ón el p r o d u c -
to de una ma t r i z po r un v e c t o r : A v . S i ahora en la I I I . 5 . 2 . 2 , para el caso de A no 
i 
s i m é t r i c a , sus t i tu imos A po r E con: 
I I 1 . 5 . 2 . 3 « E = A A 
la secuencia de operac iones queda en la fo rma: 
T 
r . r 
i i 
3 . = 
' T T 
V i V i 
v . = r . + & . v . , 
i i i i - 1 
T 
a . = _ J | | | . 5 . 2 . 4 
' T A T A v. A  v 
i i 
x. , = x. + o . v . 
i+1 i i i 
r . „ = r . - a . A v . 
i+ l i i i 
Con esta secuencia no es p r e c i s o hacer ninguna operac ión p rev i a y en cada -
i t e rac i ón se rá p r e c i s o h a c e r dos p roduc tos de ma t r i z por v e c t o r . 
A v . y A T (A v . ) 
i i 
Po r tanto la secuencia I I I . 5 . 2 . 4 será más e f i c ien te que la I I I . 5 . 2 . 2 , haciejr 
do prev iamente la t r ans fo rmac ión I I I . 5 . 2 . 3 , s iempre que el número de i t e rac iones -
seamenor que el tamaño del s istema de ecuac iones. Se ha e legido la secuencia -
I I I . 5 . 2 . 4 y en la j u s t i f i c a c i ó n de esta dec is ión podemos hacer las s igu ientes conside_ 
rac iones . E l método del g rad ien te conjugado converge teór icamente para el número -
de i t e rac iones menor que el número de ecuac iones. Só lo los e r r o r e s numér icos pue-
den hacer que el número de i t e rac iones p r e c i s o para a lcanzar la so luc ión f ina l sea -
mayor que el número de ecuac iones . 
- E l método del g rad ien te conjugado es favo rab le en número de operac iones -
f ren te a los métodos de e l im inac ión , cuando el número de i t e rac iones necesar ias es -
menor que n / 3 (n = número de ecuaciones) po r tanto la dec is ión a n t e r i o r es congruen_ 
te con la e lecc ión del método. 
- Con el empleo de memoria a u x i l i a r ( lo que es necesar io para grandes s i s t e -
mas de ecuaciones para los que está pensado el p rograma) el método del grad iente -
conjugado resu l ta más s is temát ico en los accesos a d icha memoria lo que puede hacer 
lo aún más favorab le f ren te a los métodos de e l im inac ión . 
- La o t ra opción de r e a l i z a r el p roduc to A*'* A t iene inconvenientes opera t i vos 
ya que se r ía p r e c i s o d isponer de almacenamiento a u x i l i a r para e fectuar el p roduc to . -
En cuanto al segundo aspecto de la implementación a que antes nos re fe r íamos 
la e lecc ión del vec to r i n i c i a l , es evidente que resu l ta de cap i ta l impor tanc ia para 
consegu i r una mayor convergenc ia del a l g o r i t m o . D i fe ren tes opc iones, que pasamos a 
d i s c u t i r a con t inuac ión , pueden p l an tea rse . 
i 
i 
- E l ecc i ón del vec to r nulo como vec to r i n i c i a l . | 
Las venta jas de esta e lecc ión son ev identes: senc i l l ez de e laborac ión y e v i t a -
c ión de r e a l i z a r la p r i m e r a i te rac ión . Los inconvenientes se cen t ran en que el número 
de i t e rac iones que se a h o r r a por la aprox imac ión del vec to r u t i l i zado a l rea l es ímpre 
v i s i b l e . 
# 
- E l e c c i ó n del vec to r resu l tan te de d i v i d i r los té rm inos independientes ent re= 
los elementos de la diagonal p r i n c i p a l como vec to r i n i c i a l . 
La p r i n c i p a l venta ja de este s istema es que produce un a h o r r o de un 4 a un 5% 
en el número de i t e r a c i o n e s . As imismo la obtencióndel vec to r es muy d i r e c t a , pero -
s in embargo cuando no se t raba ja en memoria p r i n c i p a l (y éste es el caso) , la a c c e s i -
b i l i dad de los v a l o r e s de la diagonal p r i n c i p a l , puede r e s u l t a r muy compl icada. Po r -
las espec ia les c a r a c t e r í s t i c a s de la obtención de la ma t r i z del s istema en el Método -
de los Elementos de Contorno resu l ta s in embargo inmediata la obtención de estos -
va l o res al f ina l del p roceso de montaje por lo que este sistema no presenta se r i os i n -
conven ientes , s i b ien puesto que la ma t r i z no es monodiagonalmente dominante, la -
aprox imac ión que se consigue no es muy buena. 
* 
- P rec isamente para obv ia r esta l im i tac ión se ha cons iderado una t e r c e r a po -
s ib i l i dad que es la de tomar como vec to r i n i c i a l , la so luc ión de un sistema de ecuacio 
nes reduc ido formado por ca jas solapadas según se ind ica en la F i g . I I I . 5 . 2 . 1 , incl_u 
yendose en d icho sistema las subdiagonales que condic ionan la dominancia en la ma -
t r i z . 
F i g . I l I . 5 . 2 . 1 
Con este método puede l l ega rse a a h o r r a r hasta un 8% de i t e rac iones , pero -
puede ve rse ampliamente reduc ida esta venta ja po r la pérd ida de t iempo en la búsque_ 
da in i c ia l de los datos del s is tema de ecuaciones reduc ido en el almacenamiento auxj_ 
l i a r . 
| V . 1 . - I N T R O D U C C I O N 
El aná l i s i s tens ional de cuerpos a x i s i m é t r i c o s sometidos a ca rgas y desp la -
zamientos en el con to rno , es de obvio i n te rés en muchas ap l i cac iones i n d u s t r i a l e s . -
El estudio de depós i tos , vas i j as de todo t i po , y más rec ientemente de vas i j as de -
r eac to res nuc lea res , que en muchos casos toman la forma a x i s i m é t r i c a , ha hecho de 
la reso luc ión de este caso algo f recuen te en el ca l cu lo de e s t r u c t u r a s en los ú l t imos 
años. 
» * 
Es b ien conoc ido , que el t ra tamien to a x i s i m é t r i c o de p rob lemas, permi te r e -
d u c i r en un grado la d imensión del p rob lema, así en elementos f i n i tos la r e s o l u c i ó n -
de un caso t r i d imens iona l a x i s i m é t r i c o podría hacerse empleando solo una mal la bicU 
mens iona l . En el método de los elementos de con to rno ser ía pues necesar ia tan solo= 
una mal la monodimensional , para la reso luc ión del mismo prob lema, con la m in im iza -
c ión de costo que e l lo supone. 
Surge pues, la pos ib i l i dad de la cons ide rac ión de la s imet r ía ax ia l en el mé-
todo p ropues to , para su reso luc ión numér ica debido a las ven ta jas , ya aducidas que= 
presenta f ren te a los demás. 
I V . 2 . - FORMULACION 
Como en el caso t r i d i m e n s i o n a l , ya estud iado, para r e a l i z a r la fo rmu lac ión 
del método para cuerpos de s i m e t r í a axial, es p r e c i s o p a r t i r de la ident idad de SorrW 
gl iana I I . 1 .1 para la de f in i c ión de mov imientos, y de la ecuación I 1.3.8 para la defr 
n ic ión de las tensiones.La d i f e renc ia lógicamente cons is te en la d i f e ren te so luc ión -
fundamental a u t i l i z a r , so luc iones que se ca l cu la ron en I . 7 . 
O t ra d i f e r e n c i a , con el caso a n t e r i o r , e s t r i b a , en el hecho de que no es p o s i -
' b le consegu i r unas de f in ic iones s imples de los tensores c a r a c t e r í s t i c o s en forma -
t e n s o r i a l , s iendo necesar io el emplear una notación d e s a r r o l l a d a que compl ica el ma 
ne jo , y sobre todo la p resen tac ión de los r esu l t ados . 
La u t i l i z a c i ó n p ro fusa de las funciones de Legendre que en t ran a f o rmar p a r -
te de la fo rmu lac ión hace necesar io el es tab lecer un b reve r e c o r d a t o r i o de las -
p r i n c i p a l e s prop iedades de estas func iones , o al menos las que más in te resan en el -
d e s a r r o l l o . Este resumen se presenta en el Apendice I I . 
P a r a t e r m i n a r d i remos que el hecho de u t i l i z a r una g ran cant idad de d e r i v a -
das in te rmed ias para el cá l cu lo de los tensores hace que^por mor de la c l a r i d a d e s -
tas sé presenten en apéndices suces i vos . 
« 
I V . 2 . 1 . - M O V I M I E N T O S EN P U N T O S I N T E R N O S 
Ya se ha indicado que la ecuación que def ine los movimientos es la ecuación: 
ó ident idad de Somig l iana , que repe t i remos por comodidad. 
6 U = 
k i i 
U , t ds -
ik i y 
6 a 
T u: ds + 
ik i y 
5 a 
U , X d f i 
ik i y 
IV .2 .1 .1 
a 
En este caso , s in embargo, no se ha c a l c u l a d o ninguno de los tensores fund_a 
mentales que aparecen en e l l a , ya que en I .7 só lo se dedujo el tensor de G a l e r k i n , -
mien t ras que los tensores U , y T . aparecen como consecuencia de la ap l i cac ión -
ik ik 
de operadores e lás t i cos d i f e r e n c i a l e s a este v e c t o r . 
Recordando que, según la d i r e c c i ó n k en la que se apl icaba la ca rga pun -
t ua l , el v e c t o r de G a l e r k i n tenía una exp res ión d i s t i n t a , podemos e s c r i b i r 
X r 





I V . 2 . 1 . 2 
Es pos ib le ag rupar estos dos v a l o r e s en un só lo tensor x , donde " k " de -
nuevo rep resen ta la d i r e c c i ó n de la ca rga puntua l , e " i " cada una de las componen -
tes del v e c t o r . De esta forma 
x . . = ik 
X X r r r z 
z r 
0 
I V . 2 . 1 . 3 
Las expres iones de x y X se ob tuv ie ron en I .7 , en la forma 
1 
X = 
r 2 _ 
87T G 
R r 1 Q , 1 ( y ) 
2 
I V . 2 . 1 . 4 
1 [ T ~ ^ 
X = = R r | / Y - 1 Q i , ( Y ) I V . 2 . 1 . 4 
Z 8 ir G V 
donde Q 1 ^ y Q \ son func iones de Legendre de segunda e s p e c i e , G es el m 'odu lo -
2 2 
de r i g i d e z , R es la d i s t a n c i a del e je de s i m e t r í a al a n i l l o x donde se encuen t ra la -
c a r g a c o n c e n t r a d a , r es la misma d i s t a n c i a p e r o r espec to al a n i l l o de campo y , y -
p o r ú l t imo y es la v a r i a b l e de las func iones de L e g e n d r e , que en este caso t iene la -
e x p r e s i ó n 
J Z z j á Z j i d I V . 2 . 1 . 5 
2 R r 
donde Z , y z t i enen el mismo s i g n i f i c a d o que R y r en lo que se r e f i e r e a la coordena 
d a z (vease F i g . I V . 2 . 7 . 1 ) . 
En la mayo r ía de las ocas iones ,s ' i n embargo , se p r e f i e r e u t i l i z a r las funciO' 
nes de Legendre de o rden c e r o , en vez de las de o rden - 1 . U t i l i z a n d o la expresión= 
( A 2 . 2 ) del ap 'end i ce es p o s i b l e pasa r de unas a o t r a s quedando en d e f i n i t v a . 
X = R r l
 2 _ 1 [ * _ 1 ( y Q , - Q , ) ] 
P 8ir G V 3 2 ( Y - 1 ) 1 ^ 
1 
X 2 " R r \ A 2 - 1 [ - 4 — ( Q , - Y Q , ) 1 
8 TT G v 2 ( Y - 1 ) 
y operando 
x = 1 - R r ( Y Q , - Q ± ) I V . 2 . 1 . 6 
r 12 ir G 2 " 2 
X = 1 R r ( Q ± - y Q ± ) I V . 2 . 1 . 6 
Z 1 2 * G 2 - 2 
E l tensor de G a l e r k i n co r responde prec isamente a la so luc ión del problema= 
de Ke l v i n en coordenadas p o l a r e s . Los movimientos de ese mismo prob lema c o r r e s -
ponden prec isamente al t ensor U , , por lo que será necesar io obtener es tosen fun -
ik 
c ión de aqué l . 
Las expres iones de los movimientos en func ión del tensor de G a l e r k i n v ienen 
def in idas en el apéndice 1 (A 1.10), en forma t e n s o r i a l . D e s a r r o l l a n d o l a s en coorde -
nadas p o l a r e s , se puede obtener : 
2 1 3 2 V 
2 (1 - v) U = ( 1 - 2 v ) ( V - - — ) * + r r 2 r a 2 r . r 
3 2 X 1 6 x 
2 (1 - v ) U = - ( + E -
V z r 3 z 
3%. 
r z 
I V . 2 . 1 .7» 
2 (1 - v ) U Z 
3r 3z 
2 3 X 
2 (1 - v ) U = v 2 x + + - i - - . - z -
z z 2 > 2 r a X r ° r 
_ 2 „ 
S i ahora reco rdamos el v a l o r d e v en p o l a r e s , pa ra el caso a x i s i m e t r i c o 
y ca l cu lamos las d e r i v a d a s p r i m e r a s y segundas del v e c t o r de G a l e r k i n que v ienen -
de f i n i das en las ecuac iones A l 1.2 a A l 1 .3 del Apénd ice | | , se pueden ob tener -
las e x p r e s i o n e s f i n a l e s p a r a los e lementos del t enso r U . 
ik 
1 ( y \ 2 d Q ± 
U r r = 2 ~ 1 ( 3 " 4 V ) Q< + - T - 3 
r r 16 7T G (1 - v ) ^ R r * R r 
Z z P 
U = U Q , - ( Y ) - r - ~ ] 
Z r 16 iT G (1 - v ) p \ / R 7 2 R ^ 
I V . 2 . 1 . 8 
\ d Q i 
U p 7 = f " " " F ^ ^ Q i i + ( Y - - - - ) ] 
P Z 16 ir G (1 - v) r\ÍRr ^ R d Y 
2 d Q _ l 
U = L [ (3 - 4 y ) Q , - — — ] 
16 i? G (1 - v ) \ Í R p 2 R r d y 
zz 
El c á l c u l o del t e n s o r T , r e q u i e r e la a p l i c a c i ó n de los o p e r a d o r e s e l á s t i c o s = 
\k 
al t enso r de mov im ien tos U , a n t e r i o r m e n t e c a l c u l a d o , tal como se h i zo en el caso -
ik 
t r i d i m e n s i o n a l . S i n embargo , la e x p r e s i ó n v a r i a de la dada en I I . 2 . 3 ya que hay -
que d e f i n i r l o en coordenadas c i l i n d r i c a s . E x p r e s á n d o l o en esta fo rma se t i e n e , q u e -
el t enso r t ens ión en un punto del i n t e r i o r del domin io como consecuenc ia de una c a r -
ga puntual en el espac io i n f i n i t o y en coo rdenadas c i l i n d r i c a s s e r í a : 
3 U , 3 U 
r - v r r v , 1 z r . , Z = 2G [ - — - — — + - - - - - ( U + ) ] r r r 1 - 2 v 1 - 2 v r r r R • 3 r 3 z 
3 U 3 U 
^ / r r z r x 
Z = i = G ( + ) 
z r r r z r . . 3 z 3 r 
I V . 2 . 1 . 9 
3 U , 3 U 
r I - v z r v . r r 
Z = 2G L + ( U + — 
z z r , 0 .. _ r r r 1 - 2 v 3 z 1 - 2 v 3 r 
) ] 
i U __ r I - v r r v z = 2G [ + 
66p r 
1 - 2 v 1 - 2 v 
3U 3 U 
3 r 3 z 
I = Z = Z Z = 0 
8 r r r © r 0 z r z © r 
3 U , 3 U 
r v r<z v , 1 zz , n Z = 2G [ + ( U + — ) ] 
r r z 
1 - 2 3 r 1 - 2 v P r Z 3 
3 U 3 U 
z = z = G ( — - r - z - + — - Z - Z - ) r z z z r z 
3 z 3 r 
I V . 2 . 1 . 9 
3U , 3 U 
^ ^ r 1 - v zz v , 1 r z 
Z = 2G [ + ( U + 
Z Z Z 1 - 2 v 3 z 1 - 2 v r r Z 3 r 
) ]: 
U 3U 3U 
Z - 2G [ r Z + V ( r Z + Z Z ) ] 
9Qz ~ ~T-2 v ~~r + " 1 - 2 " + 
3 r 3 z 
Z = Z = Z = Z = 0 
6rz r 6z 9 zz z 6 z 
y por tanto , pa ra el tensor T se t ienen ap l icando la ecuación Al.2de iequi I ibr ic en el = 
ik 
con to rno , las s igu ien tes expres iones 
T = Z n + Z n 
r r r r r r r z r z 
T = Z n + Z n 
z r r z r r z z r z 
I V . 2 . 1 . 1 0 
I V . 2 . 1 . 1 0 
= 0 
e r 
T = Z n + z n 
r z r r z r r z z z 
T = z n + z n 
zz r z z r zzz z 
T = 0 
ez 
Las de r i vadas de los movimientos necesar ias para el cá l cu lo de las tensiones 
a n t e r i o r e s v ienen def in idas en el cua r to apar tado del apéndice | | , s iendo p re fe r í -
b le , debido a la compl icac ión opera t i va que presenta el cá l cu lo de los t enso res , el -
de j a r l os en func ión de d ichas d e r i v a d a s , y no segu i r d e s a r r o l l a n d o . 
Podemos p lan tearnos ahora la pregunta de , s i al igual que o c u r r í a en el caso 
t r i d i m e n s i o n a l , las i n teg ra les de volumen son s i n g u l a r e s . La respuesta es a f i rma t i va 
Debido a la na tu ra leza de la so luc ión fundamenta l , ex is te también una s ingu 
l a r i dad in t r ínseca en el an i l l o de ap l i cac ión de las ca rgas R , Z . 
E fec t i vamente , en el punto x, es d e c i r ( r , z) = (R, Z ) , y recordando el v a l o r 
Y de f in ido en I V.2.1 . 5 , se t iene que y = 1 , v a l o r para el cual las funciones de L e -
gendre de segunda especie son s i n g u l a r e s . 
Es necesar io pues, el ex tender la ecuación de Somig l iana a un dominio íí , 
G 
como en el caso t r i d i m e n s i o n a l , entendiendo las i n teg ra les de volumen de la ecua -
c ión I V . 2 . 1 . 1 en el senticbdel v a l o r p r i nc i pa l de Cauchy , para lo cual es necesar io -
demos t ra r que estas ex i s ten . 
E s t a d e m o s t r a c i ó n es s imp le s i cons i de ramos las ap rox imac iones de las f u n -
c iones de Legendre cuando "Y t iende a uno . 
Las func iones de Legendre de segunda espec ie (vease E r d e r l y i , [ 4 6 ] ) toman 
p a r a y — 1 una e x p r e s i ó n a s i n t ó t i c a l o g a r í t m i c a , en la f o rma 
^ ( \ i i ( Y " 1 ) 
- l n — 3 2 " 
I V . 2 . 1 . 1 1 
Q, (Y) 
2 




Con lo que las d e r i v a d a s en ese punto s e r á n 
d Q t dQ , 
1 
d y d y 
I V . 2 . 1 . 1 2 
2( Y -1 ) 
S u s t i t u y e n d o es tas e x p r e s i o n e s en el v a l o r de U es pos ib l e d e d u c i r el o r -
i k 
den de s i n g u l a r i d a d buscado . 




F i g . l V . 2 . 1 . 1 
2 2 2 
Y - 1 = = _ _ P „ 
2R r 2Rr 
In ( y - 1) = 2 In — = O (In p) 
2 R r 
P o r o t r o lado d fi = 2 f r p d 6 dp es d e c i r d fi es O(p), y por u l t imo U es 
y y ik 
func ión d i r e c t a de las funciones de Legendre , que son O (In ( y - 1)), con lo que U -
ik 
lo será también, o lo que es igual O (In p ) . Con e l l o la s i ngu la r i dad de la in tegra l -
de volumen de nuevo es del t ipo d é b i l , ex is t iendo en el sent ido de Cauchy. 
I im 
E — 0 
ü , X . d í l = X l im 




U , d fi = 0 
ik y 
I V . 2 . 1 . 1 3 
B (x) e 
En consecuenc ia , y al igual que o c u r r í a en el caso t r i d imens iona l , los v a l o -
res p r i n c i p a l e s de Cauchy de las i n teg ra les de volumen ex i s ten , por lo que haciendo 
de nuevo el cambio, la ecuación fundamental de movimientos en puntos in te rnos que -
da de nuevo idént ica a laIV.2.1.1 habiéndose def in ido las expres iones de U , , T., en 
ik ik 
IV.2.1.8 y IV.2.1-10 . La demost rac ión de que las i n teg ra les 
T u ds , 
ik i y 
3 B (x) 
U , t . ds 
ik i y 
3B (x) 
son nu las , donde ahora B (x) es la s u p e r f i c i e de un t o ro de rad io de la secc ión e y -
e 
c^>curlfier4enc.¡ia cen t ra l en el an i l l o R Z , es análoga al caso t r id imens iona l y se ca lcu-
la en IV. 2 . 3 . 
I V . 2 . 2 . - T E N S I O N E S EN P U N T O S I N T E R N O S 
La exp res ión de la der i vada de los movimientos de un punto in te rno despues 
de a p l i c a r el concepto de M ikh l i n de de r i vadas de in teg ra les s ingu la res venia definí 
da en | | . 3 . 4 y e ra la s igu iente 
6 . . u . ; = 
ki i m 
U , ; t ds 
ik m i y 
6 a 
T ; u ds + 
ik m i y 
6 S2 
U X . d n 
ik m i y 
X (x) l im 
i 
e - * 0 
U p , ds 
ik m y 
I V . 2 . 2 . 1 
óB (x) 
donde de nuevo el rep resen ta de r i vada respec to al p jn to donde se cen t ra la s ingu 
l a r i d a d , y la respecto al punto de campo. 
Es necesar io pues en p r i n c i p i o c a l c u l a r esta ú l t ima i n t e g r a l , que hay que -
añad i r a la o t ra in tegra l de vo lumen, i n teg ra l que como s iempre hay que entender en 
el sent ido de Cauchy. 
Es ta in tegra l es fác i lmente c a l c u l a b l e , ya que U es de orden O (In p) como ik 
se i nd i có , p , es de orden O (1) y ds = 2i\r p de es de orden O (p), con lo que, de 
m y 
nuevo, el resu l tado de la i n t e g r a l , es nulo s i empre , como es este caso , que X . y -
U sean con t inuas , y acotadas en fi. IK • 
I im 
e - * 0 
U , p , ds = 0 
ik m y 
V . 2 . 2 . 2 
6 B (x) 
e 
S i aho ra se ap l i ca el o p e r a d o r e l á s t i c o C en c i l i n d r i c a s a la ecuac ión de -
e 
mov imien tos i n t e r n o s IV.2.1.1 se vue l ve a ob tener la e x p r e s i ó n I I . 3 . 8 que e s c r i t a = 
de nuevo queda 
(x) = 
U 
D t ds -
i j k k y 
6 a 
5 u ds + 
i j k k y 
6 Si 
D... X D N 
i j k k y 
I V . 2 . 2 . 3 
donde los d i s t i n t o s t e n s o r e s t ienen e x p r e s i o n e s aná logas al caso t r i d i m e n s i o n a l p e -
r o en coo rdenadas c i l i n d r i c a s , así ap l i cando el o p e r a d o r C al t enso r U se o b t i e -
e ik 
ne el t e n s o r D , que d e s a r r o l l a d o queda 
i j k 
3U , 3 U 
D = 2G [ - 1 = - V - S T -
 +







r r r 1 - 2 v 3 R 1 - 2 v R r r a Z J 
3U 3 U 
D = D = G ( - — 7 - + r z r z r r 3 Z 3 R 
3 U 3 U 
D = 2G [ - - - - - - — Z - r - + — v — ( - 1 - U + — - r - r - ) ] z z r L 1 - 2 v 3Z 1 - 2 v R r r 3 R J 
U 3 U 3 U 
D = 2G [ - 1 - - - - — r - r - + — V — ( — - r - r - + ] Q Q p 
1 - 2 v R 1 - 2 v 3 R 3 Z 
I V . 2 . 2 . 4 
D = D = D = D = 0 
9 r r r e r e z r z er 
1 v, 3 U , , 8 U r 1 - v r z v 1 zz i D = 2G L — + ( - 1 - U + - - - ) J 
r r z r z 
1 - 2 v 3 R 1 - 2 v R 3 z 
3 U 3 U 
D = D = G < — F - + - 2 - ) 
r Z Z Z r Z 3Z 3 R 
- 3U 3 U 
D = 2G C - - - - - - — - Z - Z - + — V — ( J - U + — - r - Z - ) ] 
Z Z Z 1 - 2 v 3Z 1 - 2 v R r Z 3 R 
U 3 U 3 U 
D = 2G [ _ J 2 . + — ( + ____23.) ] i v . 2 . 2 . 4 
Z 1 - 2 v R 1 - 2 v 3 R 3 Z 
D = D = D = = 0 
0rz rOz 9zz z 6 z 
Las de r i vadas a n t e r i o r e s de los movimientos respec to a R y Z v ienen defini-
das en el apéndice 
En cuanto al tensor S se d e r i v a r á - a p a r t i r de un tensor ad ic iona l Z , 
i j k i j k l 
que se consigue ap l icando el ope rador e lás t i co al tensor Z , de f in ido en I V . 2 . 1 . 3 , 
¡Jk 
con lo que se t e n d r á . 
3 Z , 3 Z 
^ ^ r 1 - v r r r v . 1 r r r x , 
Z = 2G [ + ( Z + ) J 
r r r r r r r 
1 - 2 v 3 R 1 - 2 v R 3 Z 
i 
3 Z 3 Z 
Z - Z G ( r r P r r r ) 
r z r r z r r r _ _ 
3 Z 3 R 
_ _ r 1 - v 3 2 r r z v , 1 3 2 r r r ¡ . -¡ I V . 2 . 2 . 5 
Z = 2G [ + ( Z + ) J 
z z r r r r z 
1 - 2 v 3 Z 1 - 2 v R Z R 
Z 3 Z 3 Z 
0 _ r 1 - v r r r v r r r r r z 
Z = 2G [ + ( + ) J 
6 8 r r „ „ „ , „ „ 
1 -2v R 1 - 2 v 3 R 3 Z 
» 
3 Z , 3 Z 
r = r - 2G [ - 1 = - - - — - r - z - r + - - - - - ( - L z + — T S ) I r r z r r r r z v g R v R r z r 3 Z 
3 z a i 
Z = Z = Z = Z = G ( - - - + - - - ) 
r z r z z r r z z r z r r z z r 
3 Z 3 R 
1 , 3 2 
z = z = 2 G [ - l l - v - — ^ z z + — ( - 1 - z + ] 
z z r z z z z r „ „ „ „ r z r 
1 - 2 v 3 Z 1 - 2 v R 3 R 
, Z 3 Z 3 Z 
Z = Z = 2G [ - 1 : - - - — + — v — ( — ™ + - 3 
eerz eezr , „ , J 
1 - 2 v R 1 - 2 v 3 R 3 Z 
3 Z , 3 Z 
Z = 2G [ - — - - + - ( - 1 - Z + - - - ) 1 
r r z z z z r 
1 - 2 v 3 R 1 - 2 v R 3 Z 
3 Z 3 Z 
^ , eer e e z , 
Z = Z = G ( + ) 
zree r z e e _ _ 
3 Z 3 R 
3 Z 3 Z 
^ - 2G [ - - - - - - - - - - + - ( - 1 - Z + - - - - ) ] 
zzee _ eerz „ 
1 - 2 V 3 Z 1 - 2 V R 3 R 
Z 3 Z 3 Z 
r 1 - v ee r v , eer ee z , Z = 2G + ( + J 
eeee _ „ 
1 - 2 v 3 R 1 - 2 v 3 R 3 Z 
; V . 
3 Z 3 Z 
_ / z z r z z z . 
z = z = G ( + ) 
r z z z z r z z _ ^ I V . z . 2 . 5 
3 Z 3 R 
3 Z , 3 Z 
r 1 - v zzz v , 1 zzrN l Z = 2G [ + ( Z + ) ] 
zzzz , _ _ , „ „ z z r _ 
1 - 2 v 3 Z 1 - 2 v R 3 R 
Z 3 Z 3 Z 
Z 2G Z Z r V ( Z Z r zzz. _ + + 
1 - 2 v R 1 - 2 v 3R 3 Z 
3 Z „ 3 Z 
r 1 - V eer v , 1 60 z. , 
Z = 2G [ + ( z + - ) ] 
m e e . „ _ , „ eeer 
1 - 2 v 3 R 1 - 2 v R 3 Z 
y el res to de términos nu los . 
Sust i tuyendo las expres iones del tensor 2 , dadas en ( IV.2.1.9 ) en fun -
¡ jk 
c ión del tensor U y operando, es pos ib le l l egar a las expres iones s igu ientes ; don-
de 2 . . aparece en func ión del tensor U y sus d e r i v a d a s , 
i j k l ik 
4_G 
r r r r " ( l - 7 v 7 2 _ 
0 3?U , 3U 3 2 U 
( 1 - v ) _ _ _ _ _ 1 1 + ( 1 - v) [ 1 1 + z r + 
3r3R 3 R 3 z 3 R 
, 3 U 3 U -U , 9 U 3 U 
+ r r + r Z ] + v [ Z r + r Z + r Z + 
R 3 r 3Z 3 r R 3 ¿ r 3 Z 
3 2U 
+ _ — Z - Z - ] 
3 z 3Z 
I V . 2 . 2 . 6 
: = z 
r z r r z r r r 
2G 
1 - 2 v 
f ( l - v ) [ -
2 2 
3 U 3 U 
r r 
3 U 
H h [ _ l_ (___r_ z _ 
3 r 3Z 3 r 3 R r 3 R 
2 2 
3 U 3 U 3 U 
+ ' r r ) + Z P + Z Z ] 
3 Z 3z 3Z 3z 3 R 
= 4G 
z z r r = 7 l - 7 v 7 2 
3 2 U 3U 32U 
r z zz + 
( 1 - V ) + ( 1 - v ) [ -
3 r3 Z r 3 Z 3z 3 Z 
3 U 
2 
3 U 3 U 
i r r 1 r r •, 2 r 1 . . 1 + + J + v L U + 
3r 3R R 3 r R r ^ R 3 Z 
z r 
r o , 3 U 4 G
 J (y ^
2 1 r r
 „ x r 1 , , 1 zr 
GGnr = : X P > + ^ r r + (1 -2 v) l R 3 r R r R 3 z 
32U 3 2 U _ . 3 U 3 2 U 3 U 3 2 U 
+ r r + r z ^ j 1 r r + z r 1 r z zz ^ 
3r3 R 3 r 3 Z r 3 R 3 z3 R r 3 Z 3 z 3 Z 
Z = Z 
r r r z r r z r 
2G 
1 - 2 v 
3 U 3 U 3U 
3 ^ r r + zr^ + ^ _1__ ^ r r + 
3 R 3 z 3 r R 3 z 
3U 3 U 
r z zz. 
3 U 
+ z r ^ + ^ ^ ¿.z.^ j 
3 r aZ 3 z 3 r 
I V . 2 . 2 . 6 
3 U 3 U 
r 3 , r r zir 
Z = Z = Z = Z = G [ ( + ) + 
r z r z z r r z z r z r r z z r _ 
3 Z 3 z 3 r 
3U 3 U 
+ __9__ ( _ • : Z _ + — Í Í ) ] 
3 R 3 z 3 r 
Z = Z 
z z r z z z z r 
_ 2 G _ 
1 - 2 v 
3 U 3 U , 3 U 
/ - \ 3 / r z zz r 1 . r r (1 - v) ( + ) + v i ( + 
3Z 3 z 3 r R 3 z 
3 U 3 U 3 U 
+ zr^ + ^ r r + zr^ j 
3 r 3 R 3 z 3 r 
I V . 2 
Z = z 
ee r z 06zr 
2 G 
3 U 3U 
r r z r -, 1 
( 1 - v ) [ _ - + _ I R ] _ J . + 
1 - 2 v 3 z 3 r R 
SU 3 Uz 3 U 3 U 
+ v j- ^ jrf + zr^ + 3 ^ zr + _ 
3 R 3 z 3 r 3 Z 3 z 3 r 
> 
__ii) ] 
^ n J 
2 | ( i _ v ) 2 + c i _ v ) [ J _ ! . J I r + 9 U z r + 
r r Z Z ( 1 - 2 v ) 2 ^ 3 z 3 R r 3 R R 3 z 
2 2 
3JU 3 U _ , , 3U 3U 
+ r r + , £ 5 | + v 2 [ y + J r r ^ 1 r z + 




+ £ 5 ] 
3 r 3 Z 
I V . 2 . 2 . 6 
z = z 
r z z z z r z z 
f 3 2 U 32U 3 U 
= __ 2 <L_ ( 1 _ v ) [ £T + i i ] + v [ J__ ( _ £ T + 
1 - 2 v i 3 z3 Z 3z 3 R r 3 Z 
2! 1 2 
3 U 3 Ü 3 U 
+ r Z ) + P r + r Z ] 
3 R 3 r 3 Z 3 r 3 R 
4G 
32U 
Z Z Z Z ( 1 - 2 v ) 2 
( 1 _ v ) 2 v d - v) [ ( r - - ' - % - -
3 U." , 3 U 
1 r z 1 zn ) .+ 





U 3 U 3 U 
r z + z r j + ^ 2 | - 1 ^ + 1 _r_r + _1 r r 
3 r 3 Z 3 z a R R r r r R 3 r r 3 R 
3 2 U 
+ ] 
3 r ZR 
á r 2 f 3U , 3 U 
Z ( 1 _ v ) 2 - l - — _ - + v ( 1 - v ) [ - l - U + — - - + 
6 6 Z Z (1 -2 v) 1 R 8 z r R P r R 3 r 
2 2 
a U 3 U „ , a u 3 ~ u , 3U 3~U 
+ Z - + - - Z - ] + v [ r r + r r + r Z r Z ] 
3 z3 R 3 z 3 Z 
2 2 
n 
r 3 R 3 r3 R r a Z 3 ra Z 
r ree 
4G „ , 3 U 3
 2 U 3 2 U U.. . 
n2 1 pp / , u r r z r ^ 
(1 - v) + V (1 -V ) [ + + H 
(1 - 2 v ) ' 
32U 
zz T °,2 r 1 
— 1+v L— 
r 3 R 
3U 3 U 
z Z 
pp 
R 3 p 
ZP 1 + — 
^ P3 R 
3 U 
3 z 3 R R r 
r z 3
2 U rz 
R 3 z 
+ ] 
3 Z 3 r3 Z 
Z = Z 
r z ee z ree 
2G 
1 - 2 v 
3 U 3 U 
^ J- PP + r z ^ + I V . 2 . 2 . 6 
r 3 Z r 3 R 
2 2 2 2 
3 U 3 U 3 U 3 U 
+ [ r r + Z r + r Z + Z Z ] 




2 1 3 U r z d_v)z_I !Z + V d_ v)[ 
r 3 Z 
32U 3 2 ü r z zz r r 
3 r 3Z 3 z 3 Z R r 
1 3 U 9 1 1 r r i 2 r 1 
+ J + v l — 
3 U , 3 U 
r r 1 
2 2 
3 U 3 U 
z r ^ r r z r ^ 
r 3 R R 3 r R 3 z 3 r 3 R 3 Z 3 R 
4G 
6 6 9 6 (11-2 v ) 2 
O u , 3 U 3U a . U / . \2 • r r , v r 1 r r 1 z r 1 r r 
(1 - v; + v (1 —v ) L + + + 
R r R 3 r R aZ r a R 
, 3 U 0 3 2 U 3 2 U . í U 3 2 U 
i r z ] + [ r r + z r + - f 3 + _ J l z ] 
P 3 Z 3 P 3 R 3 z a R p 3 z a r a Z 
A h o r a , es pos ib le ya el c a l c u l a r el tensor S , en func ión del tensor ante 
i j k 
r i o r a p a r t i r de las expres iones s igu ientes : 
S = Z n + Z n 
r r r r r r r r r r z r z 
I V . 2 . 2 . 7 
S = S = Z n + Z n 
r z r z r r r z r r r r z z r z 
S = Z n + Z n 
z z r z z r r r z z z r z 
S = Z n + Z n 
eer ee r r r eezr• z 
S = Z n + Z n 
r r z r r r z r r r z z z 
S = S = Z n + Z n 
r z z z r z r z r z r r z z z z 
S = Z n + i n 
zzz z z r z r zzzz z 
S = Z n + Z n 
e e r e e r z r eezr z 
Las de r i vadas necesar ias para el cá l cu l o de los tensores a n t e r i o r e s vienen= 
def in idas en el apéndice ' ' • 
En d e f i n i t i v a , las expres iones de las tens iones en un punto i n te rno v ienen -
dadas por la r e l a c i ó n IV.2. 2.3 ,con los tensores de f in idos en IV. 2.2.4 y IV.2.2.7 , sie_n 
do en todo análoga a la d e s a r r o l l a d a en el apar tado | | .3 para el caso t r i d imens io -
nal • 
I V . 2 . 3 . - E C U A C I O N DE S O M I G U A N A PARA P U N T O S DEL CONTORNO 
Como en el caso t r i d imens iona l , se rá ahora necesar io el p lanteamiento de -
la ecuación de movimientos para puntos del con to rno , para lo c u a l , como en el caso 
a n t e r i o r , se hace tender el punto donde se cen t ra la s i ngu la r i dad al con to rno del -
domin io . Con e l l o , se reduce a obtener la ecuación I I . 4 . 4 , que repet imos en -
IV .2 .3 .1 , y donde S se r e f i e r e en este caso a la supe r f i c i e de la pa r te de t o r o , -e 
de secc ión de rad io e y de d i r e c t r i z el an i l l o s ingu la r (R , Z ) ; que in te rsec ta en el = 
domin io . 
En la F i g . IV. 2 . 3 . 1 puede v e r s e el c o r t e de ésta s u p e r f i c i e con un plano de -
s ime t r ía ax ia l r , z . 
F i g . I V . 2 . 3 . 1 
6 , . u = l im 
ki i 
e — 0 
- l im 
e — 0 
U , t ds + l im 
ik i y 
e—^ 0 
U , t ds - l im 
ik i y n 
T u ds + 
ik i v 
U , X d ü 
ik i y 
T. , u. ds -
ik i y 
I V . 2 . 3 . 1 
P a r a c a l c u l a r las i n teg ra les extendidas a S £ y el l ími te cons igu iente se -
adoptarán las aprox imac iones as in tó t i cas def in idas en IV.2.1.11 con lo que U será= 
ik 
de orden O ( |n e) y ds de orden O ( e ) , s iendo pues evidente que la p r i m e r a inte -
y 
g ra l se anu la . 
I im 
e - * 0 
U , t . ds = 0 
ik i y 
I V . 2 . 3 . 2 
La segunda in tegra l extendida a S^ en I V . 2 . 3 . 1 no se anu la , s iendo necesa-
r i o r e a l i z a r su c á l c u l o . 
P a r a e l l o , hay que r e a l i z a r la i n teg rac ión de T . ^ sobre la supe r f i c i e del 
t r ozo de t o r o ind icado con ce r t r o de la secc ión de coordenadas R , Z (vease en la 
F i g . I V . 2 . 3 . 1 ) y haciendo uso de las aprox imac iones de las funciones de Legendre 
def in idas en las expres iones IV.2.1 .1 ly I V . 2 . 1 .1 2 . 
As im ismo, es necesar io el r e a l i z a r o t ras ap rox imac iones . A s í , observando: 
la F i g . I V . 2 . 3 . 2 se deduce 
R 
F i g . I V . 2 . 3 . 2 
d S = 2 ir r e d 6 
y 
R - r = - e sen 6 
Z - z = - e eos 6 
2 e V-! = 
2R 
V. 2 . 3 . 3 
R
2 
Q ± = Q ± = - lñ e 
~2 2 
dQ , dQ, r 2 
~2 2 
d y d y e 
Todo e l l o s in más que ap l i ca r la exp res ión deY y las aprox imac iones de Q , 
~2 
y Q, para el caso de la supe r f i c i e t ó r i c a que nos ocupa, y d e s p r e c i a r los i n f i n i t e -
2 
simos de orden s u p e r i o r , cuando e—•O. Recordando ahora la exp res ión de 2 y -
Uk 
T , dadas en IV.2.1.9 y IV.2.1.10en func ión de las de r i vadas de I I , se deduce la ne 
ik ik _ 
ces idad de c a l c u l a r los l ími tes de cada una de estas der i vadas de los movimientos -
para a cont inuac ión ensamblar las y c a l c u l a r el l ími te de T., . Pa ra mayor fac.i l idad= ik 
y porque luego se rá necesa r i o , ca lcu la remos el l ími te del p roduc to de e po r cada -
una de las de r i vadas anted ichas, obteniendose a p a r t i r de las expres iones del apén_ 
« 
d ice I l para estas d e r i v a d a s , y de las aprox imac iones IV.2.1.11 lo s igu iente 
9 U 
r r sen 6 - 2 / . « . ^ » i 
l im e = [ 8 eos e - (12 - 16 v ) ] 
e—»-0 3 r 64 ir G ( 1 - v ) R 
3 U 0 r r eos 6 r 2 l im e = [ 8 eos e - (20 - 14 v ) ] 
e — 0 3 z 64 TT G (1- v) R 
3 U 
z r 4 eos e eos 2 e 
l im e = ^ 
E — 0 3 r 64 TT G (1 - v) R 
3 U z r - 4 sen ecos 2 6 
l im e = ^ 
0 3 z 64 tt G (1 - v) R 
3 U , 0 I V . 2 . 3 . 4 rz 4 eos ecos 2 6 
l im e = 
e—0 3r 64Tr G ( 1 - v ) R 
r z - 4 sen ecos 2 6 
l im e = 
E-*0 az 64 TT G ( 1 - v ) R 
3U _ 
n m e J J = [ 8 eos e + (12 - 16v) ] 
e—fcO 3 r 64 TT G ( 1 - v ) R 
3 U o zz - eos e r _ 2 ,. , _ . l im e = [ 8 eos e + (4 - 16v) ] 
e—>0 3 z 64 tt G ( 1 - v ) R 
U 
r r _ 




I im t 0 
e-»' 0 r 
Si ahora ensamblamos todos los l ími tes a n t e r i o r e s para el cá l cu lo del l ími te 
de eZ , para poder luego i n t e g r a r se ob tendrá , haciendo uso de las expres iones -
i j k 
lo s igu iente : 
l im e Z = [ (1 - 2 v) + 2 sen 2 6 ] 
r r r z 
o r r r 8TT (1 - v ) R 
COS 6 r 2 , . , 
l im e Z = l im eZ = [ 2 eos e - (3 -2v ) ] 
r z r ^ z r r 2 ,„ , ^ 
e - * 0 e 0 8 u (1 - v ) R 
sen 6 r / . « \ ~ 2 , 
l im eZ = [ 0 - 2 v) - 2 eos 6 ] 
¿ ~ z z r 2 , , . „ 
e - * 0 8 TT (1 - v) R 
i ' 
l im cZ = l im eZ = 0 I V . 2 . 3 . 5 
00 r « 86 z 
e-vO e 0 
c o s 6 r / , « N 2 , l im eZ = [ (1 - 2 v ) - 2 sen 9 J 
r r 7 z 
e - 0 8 tt (1 - v ) R 
l im eZ = l im eZ = [2 cos 6+ (1 - 2 v) ] 
r z z ^ z r z ^ 2 , , N ^ e-*0 e 0 8 TT (1 - v) R 
l im eZ = [ (1 - 2 v) + 2 cos 6 ] 
zzz „ 2 , , , ^ 
e—0 8 TT (1 - v) R 
P o r u l t imo si rea l i zamos las i n teg ra les co r respond ien tes al tensor T , ob 
servando que 
n = sen 
r 
n = eos 6 
z I v . 2 . 3 . 6 




T u ds = - 2 irR 
r r r y 
- - - + e 0 2 2 
TT 
1 " ~2 
lim T u e d e 
r r r 
e—*• 0 
= - 2 * R u (x) 
r 
— + 9 2 
lim [ e i n + e2 n ] d 8 r r r r rzr z 
TT e-»4J 
61 — 
- 2 ttR 
8 7T (1 - v) R 
u (x) 
r 
- - - + e « 2 2 
1 2 
2 2 
- sen e [(1-2 v) + 2 sen e ] + 
2 2 
+ eos e [ 2 eos e - (3 - 2 0 ] d e = 
1 
4 ir( l -v) 
u (x) 
r 
T + 9 2 
IT 
1 ~ ~2 
2 2 
[(3 - 2 v) eos e + (1-2 v) sen - 2 eos e] d e = 
U r ( x ) 2 2 [4 (1 -v ) (TT+ 0 - 0 ) + (sen 6 - 2 sen 6 ) ] 
8 TT (1 - V) 2 1 1 ^ 
Operando análogamente para todas los demás té rminos se puede obtener el -





C 1 r z 
1 
8TT (1 - v ) 
4 ( 1 - v ) (rr + 6 - 0 ) + (sen 2 © - sen26 ) 





- (eos 2e - eos 2 6 ) 
- (eos 2 - eos 2 8^) 
4 ( 1 - v) (ir + e - e ) - (sen2G ^ - sen 2 e ) 
I V . 2 . 3 . 7 
Exp res i ón que para s u p e r f i c i e suave ( ~ 6 se hace igual a j í c o m o -
era p resum ib le , y para 6 ^ ~ 6 -j ~ 71 ( t o ro completo) se hace c e r o , como ya se apun-
tó en IV. 2.1 . 
Con e l l o queda de nuevo totalmente def in ida la ecuación IV.2.3.1 con las i n -
teg ra les po r supuesto entendidas en el sent ido de Cauchy , tal como se d e s a r r o l l ó -
en el caso t r i d i m e n s i o n a l . 
I V . 2 
I V . 2 . 4 . - T E N S O R DE T E N S I O N E S EN P U N T O S DEL CONTORNO 
Como ya se ind icó en 11.5 , el cá l cu lo del tensor de tensiones en un pun-
to del con to rno r equ ie re de la u t i l i z a c i ó n de una c i e r t a ap rox imac ión , no pudiéndose 
r e a l i z a r en forma exac ta . Esta aprox imac ión sigue la misma pauta que la que se si -
guió en el apar tado an ted icho . 
E l i g i e n d o , un eje local 1 , en el punto donde se pretende ca l cu l a r el tensor -
de tens iones , de f in ido según la d i r e c c i ó n tangente al con to rno en ese punto, y con -
sent ido c o n t r a r i o al de r e c o r r i d o del con to rno , y un eje 2 según la d i r e c c i ó n y sen-
t ido de la normal e x t e r i o r al con to rno en el punto en cons ide rac ión , las componentes 
del tensor de tens ión en ese s istema de e jes se rán 
donde t y t ^ son los datos de con to rno en tens iones de ese punto, conocidos ó ya -
incógni tas cons ideradas en el p rob lema, y resue l to este conocidas también. 
Suponiendo pos ib le el c a l c u l a r las v a r i a c i o n e s de los movimientos según 1 
y 2 en la d i r e c c i ó n 1 se t iene* 
I V . 2 . 4 . 1 
2G v 
1 - 2 v 
de donde 
2 1 - v 
[(1 - 2 u) ( — - - ) - v ( ^ + e e ) ] 6 
y como 
2 G v , a = 2G e + (e + e + e ) 
1 1 1 - 2 » 1 2 6 
se t iene 
o = — (2G e ^ + 2Gv,;e^+ va ) I V . 2 . 4 . 2 
1 - v 
3 u u 
I r f con e = e = en el punto cons ide rado , s iendo todo pues dato o -
1 3 x , 6 
1 r 
resu l tado y po r lo tanto pos ib le el ca l cu lo de o . . 
| J 
« 
I V . 2 . 5 . - T R A T A M I E N T O DE LAS F U E R Z A S POR U N I D A D DE VOLUMEN 
Las expres iones I I . 6 . 2 3 y I I . 6 . 2 4 pe rm i t i r í an el paso de la in tegra l de v o l u -
men co r respond ien te a fue rzas de volumen a una in teg ra l de s u p e r f i c i e en la forma 
U , X d fi = 
i k I y 
E , X ds + 
ik i y 
F, ds 
k y 
6 Si s a 
I V . 2 . 5 . 1 
donde 
1 - 2 v 
E - | = X .U>. n - - X - l» n + X "L-' ' n -
2 ( l - v ) ' P P J J 
j- 1 - 2 v F. = . K X „ n 
k 2 ( 1 - v ) o Ik I 
I V . 2 . 5 . 2 
K = X . , . = C t e . 
o i i 
En el caso ax is imé t r i co ,se han de d e s a r r o l l a r los tensores a n t e r i o r e s ten ien -
do en cuenta la exp res ión del tensor de G a l e r k i n def in ida en I V . 2 . 1 . 6 . P o r ejemplo 
el E quedará 
r r 
9X 3 X 3 X i o 3 x 1 - 2 v r r r 
E = n n n + 
r r r r z r 
2(1-v ) 3 r 3 r 3 z 3 r 
n 
i o 3 * 
1 - 2 v -r r 
n n 
2 ( 1 - v ) 3 r r 3 r Z 
I V . 2 . 5 ^ 3 
y análogamente 
EL CASO A X I S I M E T R 1 C O I V . 2 
l o 3 x 3 * l - 2 v r p 
E n + n 
Z r n/> \ z p 2(1 - v ) 3 r 3 z 
1 - 2 v 8 x z 3X. n + n 
r Z o/"i \ r z 2(1 - v ) 3 z 3 p 
V . 2 . 5 . 4 
1 - 2 v 9 x z E = n n 
Z Z ofi \ z r 2(1 - v) 3 z 3 r 
y análogamente papa F, se t iene 
k 
1 - 2 v 
F = - — r K x n p 2 ( 1 - v ) o p p 
F x n 
Z 2 ( 1 - v ) ° Z Z 
El t ra tamien to de fue rzas de peso p r o p i o , bulones de tens ión y tempera tura -
es en todo análogo al d e s a r r o l lo en 11.6 para el caso t r i d i m ens iona l , por lo que -
nos f i j a remos en un caso muy f recuente en e s t r u c t u r a s a x i s i m ó t r i c a s , como es el de= 
la f ue rzas de volumen debidas a la ace le rac ión cen t r í fuga en una r o t a c i ó n . 
V . 2 . 5 . 5 




I V . 2 . 5 . 6 
cuya d i ve rgenc ia es evidentemente nula (K = 0) y su ro tac iona l también es nu lo , p r o 
o — 
bando que d e r i v a n de una func ión po tenc ia l . 
En este caso , el vec to r co r respond ien te a la in tegra l de volumen quedaría 
9X 
E , X. ds = p w' 
ik i y 
6 fi 
1 o 
1 - 2 v r 
~2(Í-~~) 3 ~ r~ n r ~ 3~~z " z 
6 SI i o 8 X 1 - 2 v z 9X n + n 
2(1- ) 3 z r 3 r z 
ds 
y I V . 2 . 5 . 7 
donde todas las de r i vadas del vec to r de G a l e r k i n se presentan en el apéndice 
I V . 3 . - A P R O X I M A C I O N N U M E R I C A . CASO DE A P R O X I M A C I O N C O N S T A N T E 
I V . 3 .1 . - R E P R E S E N T A C I O N DE-LA S Ü F E P F 1C1E DEL D O M I N I O Y DE LAS 
F U N C I O N E S 
La rep resen tac ión de la s u p e r f i c i e es análoga a la del M . E . F . para el caso -
a x i s i m é t r i c o , u t i l i zándose el elemento a x i s i m é t r i c o l ineal para láminas de elementos 
f i n i t o s , es d e c i r con secc ión en el p lano r , z un segmento rec to de f in ido por sus dos 
ex t remos. Las coordenadas de cua lqu ie r punto de este segmento F i g . I V . 3 . 1 .1 , pue_ 
den d e f i n i r s e como 
x = N a x . a = 1 ,2 
i i 
I V . 3 . U 1 ' 
con ^- j = ^ i Y = ^ 2* c " e n c ^ o s e t a m b ¡ é n r e p r e s e n t a r po r 
b a b a 
X . -í* X . X . X . 
l i l i 
x . = 5 + 
i 
« 
Los elementos d i f e renc i a l es para la rep resen tac ión antedicha es 
d A = 2 * r . ~ d K I V . 3 . 1 . 2 
2 
Los v a l o r e s de la func ión se suponen constantes sobre cada elemento por lo = 
que el v a l o r r ep resen ta t i vo de la func ión sobre un elemento en el v a l o r de d icha f u n -
c ión en el punto medio del segmento para el caso del con to rno . 
u = u. (C D G) 
i i 
t = t (C D G) I V . 3 . 1 . 3 
i i 
X. = X . (C D G) 
i i 
I V . 3 . 2 . - D I S C R E T I ZAC I ON Y T R A T A M I E N T O DE LA E C U A C I O N INTEGRAL 
Debido a que para el caso constante los nodos que aparecen t r a s la d i s c r e t i -
zac ión , y donde se suponen concent rados los v a l o r e s de la func ión y de su der ivada= 
están en el c e n t r o del e lemento, el ángulo i n t e r i o r abarcado en el con to rno del punto 
es de 9 0 2 y por tan to , el tensor C . = \ 6 , pa ra todos los nodos. La ecuación de -ik ik 
con to rno quedará pues 
i « .. u. = ik i 
U., t . ds -
ik i y 
T u ds + 
ik i y E., X ds + ik i y 
F, ds 
k y 
5 SI 6 si 6 SI 6 a 
I V . 3 . 2 . 1 
S i d i sc re t i zamos la supe r f i c i e en N e lementos, la ecuación a n t e r i o r (análoga 
mente al caso t r i d i m e n s i o n a l ) , en la fo rma 
i « u. = ik \ 
N 
2 
n=1 6 SI 
ü , t . ds -
ik i n 6 SI 
T u ds + 
ik i n 
6 SI 
E., X. ds + 




I V . 3 . 2 . 2 
Teniendo en cuenta que la aprox imac ión de las funciones es constante e -
igual al v a l o r de cada func ión en el C D G del e lemento, la ecuación represen ta un -
s istema de ecuaciones con 4N incógni tas y al a p l i c a r l a a los N C D G de los elemen 
tos del contorno se obt iene un s is tema de 2N x 4N, con lo cual para que pueda reso]_ 
v e r s e es impera t i vo el f i j a r 2N de estas incógn i tas como cond ic iones de con to rno . 
Esta i n teg ra l puede d e s a r r o l l a r s e en la fo rma 
I V . 3 
1 1 r 
i u r 
N 
• = E 
i n=1 
i u z 
6ft 
U U 
r r z r 
U U 
r z zz 
t (C D G) 
r n 





r r z r 
T T 
v r z zz J 
u (C D G) 
r n 






r r z r 
E E 
r z zz 
X (C D G) 
r n 
X (C D G) 
z rr 
ds + 




I V . 3 . 2 . 3 
Pa ra un nodo a tendremos pues un s istema de 2 ecuaciones que es el s igu ien 
N 
I B. 
a N a n 
u n = 2 (A., t'.' + p ) 
ik i ik i k 
n=l n n=1 n n 
I V . 3 . 2 . 4 
I V . 3 
donde 
B 
ik 6 (2 







5 a n » 
T (o:, n) ds + j 6 para t = n 
ik n ik 
U., ( a , n) ds 
ik n 
P a = xn E.. (a , n) ds + 
ik n 
5 Q 
F. ( a , n) ds 
k n 
I V . 3 . 2 . 4 
u. = u. (C D G) 
i i n 
t . = t. (C D G) 
i i n 
X. = X . (C D G) 
i i n 
En forma m a t r i c i a l po r ú l t imo esta exp res ión puede e s c r i b i r s e como 
B u = A t + P I V : 3 . 2 . 5 
donde B , A son ma t r i ces de d imensión 2N x 2N, y t , u y P son v e c t o r e s , -
de d imensión 2N . 
El cá lcu lo de las ma t r i ces B , A y P p e r m i t i r á pues la r eso luc i ón del problema, 
I V . 3 . 3 . - E V A L U A C I O N DE LAS C O N S T A N T E S DE I N T E G R A C I O N 
Es bastante cómodo el r e a l i z a n las in tegrac iones sobre elementos a los que -
no per tenece el nodo desde el que se i n t e g r a , es d e c i r para t ^ n, ya que en este ca-
so se puede r e a l i z a r numér icamente, con un esquema por ejemplo de Gauss monodi -
mensional pa ra in tegrac iones sobre elementos del con to rno . Así por ejemplo 
P a r a t ^ n 






2 TT r f di = 2 TTr ( O f ( O - - - d C = 
- 1 
N 
= TT L z 
k=1 
w k r U k ) f U k ) I V . 3 . 3 . 1 
donde w son los pesos de Gauss y K . los puntos de Gauss co r respond ien tes a una= 
k k 
cuad ra tu ra monodimensional de N puntos . 
S i n embargo para t = n es p r e c i s o tener cuidado en la i n teg rac ión pues para 
( r , z ) — * (R , Z ) , y — ' Q , ( ^ ) y Q i ( y ) t ienden a <*> con lo cual es esperab le 
2 ~2 
malos resu l tadosen la r e a l i z a c i ó n de la i n teg rac ión numér i ca . 
P a r a sos layar este prob lema se suele r e a l i z a r la i n teg rac ión ana l í t i ca cuan-
do se in tegra sobre el p rop io e lemento, al que per tenece el nodo s i n g u l a r , ó median 
te la u t i l i z a c i ó n de un g ran numero de puntos de Gauss . 
En este caso la p r i m e r a aprox imac ión t iene el incoveniente de se r muy d i f í 
e l I debido a la compl icac ión en el uso de las func iones de Legendre , mient ras que la 
segunda ex ige un g ran t iempo en la computac ión . 
Es por e l l o que se ha seguido en este t r aba jo un método , ya u t i l i zado por -
Wrobel [129 ] en T e o r í a del Po tenc ia l , y que cons is te en la i n teg rac ión ana l í t i ca so -
b re pa r te del elemento muy c e r c a de la s i n g u l a r i d a d , donde las funciones de Legen-
d r e , como se ind icó t ienen una aprox imac ión re la t i vamente s e n c i l l a , y r e a l i z a r una= 
in teg rac ión numér ica el es t i l o de Gauss, en el res to del elemento . 
A s í , para elementos del con to rno se r e a l i z a r á esta i n teg rac ión sobre una Ion 
g i tud S , s i tuada como indica la F i g . I V . 3 . 3 . 1 . 
- fSBSh 
- L / 2 - S / 2 S / 2 L / 2 
F i g . I V . 3 . 3 . 1 
, . . . . . . L S S r L 
Sobre el r es to del dominio — - - < s ¿< y - - - < s < - - - se rea l iza-
rá una i n teg rac ión numér i ca . 
Antes de comenzar el cá l cu lo de la i n teg rac ión ana l í t i ca , es necesar io hacer 
algunas cons ide rac iones y aprox imac iones p r e v i a s . | 
En lo suces ivo se segu i rán algunas notac iones y aprox imac iones que a c o n t i -
nuación vamos a i n d i c a r . 
Observando la F i g . I V . 3 . 3 . 2 es fác i l deduc i r que 
F i g . I V . 3 . 3 . 2 
r - r 2 1 V z i 
r - R = t s 
r 
z - Z = t s 
z 
Y = T + _(_R_r_:L2_ _z i2_ = 1 + ___s. 
2Rr 
2 
2 R r 
2 2 
t s ( r + R) - t s 
3 Y r z 





- t s ( r + R) - t s 
3 Y r z 






I V . 3 . 3 . 2 
2 , 2 2 2 
3 y + R ) + t S 
3 r 3 Z 9D 2 2 2R r 
3 Y 1 s z 
3 r 3 Z R r 
2 
3 Y t s 
z 
3 Z3 R R r 
2 
3 Y 
3 z 3Z R r 
Teniendo en cuenta que la i n teg rac ión ana l í t i ca se r e a l i z a r á en puntos donde 
Y — p o d e m o s hacer las s igu ientes aprox imac iones 
2 
Q i = - i | n ( ~ s - ) - 2 
64 R r 
2 
Q ± = - i ln ( - - - ) 
" 2 64 R r 
d Q i d Q _ i R r 
_2__ = _2_ = _ _ _ I L I V . 3 . 3 . 3 
d y d Y s 
d ? Q * d 2 ° - i 2 R 2 r 2 
A 2 ' A d y d y s 
¿ S _ 8 R 3 r 3 
3 ^ 3 ~ 6 ~ d Y d Y s 
Con e l l o puede comenzarse a c a l c u l a r las in tegra les ana l í t i cas en el contor-
no. 
« 
- In tegrac ión de la ma t r i z A -
Las in tegra les co r respond ien tes a esta mat r i z son: 
S/2 
U dA = 2 TT 
r r 
r U ds 
r r 
- 1 




+ (6 - 8v + t ) I 
z 2 
I V . 3 . 3 . 4 
donde I e I v ienen def in idas en el apéndice I I . 
I M 
U dA = 
zr „ 2 
8 ir G(1-v)/r 
[ 1/41.^1 - R . 5 + | J I V . 3 . 3 . 5 
v in iendo de nuevo I , I , l e I dadas en el apéndice 
3 4 5 6 
t 
U dA [ -. - 1 / 4 U - * - R ' c + 1 I V . 3 . 3 . 6 r z n 0 „ > r L 3 4 5 6 8 *G (1- v) sjR 
P o r ú l t imo la in tegra l de U queda en la forma 
zz 
U dA = 
zz 
P ITG (1 - 2 1 Z 2 
I V . 3 . 3 . 7 
Con e l lo queda totalmente determinado el cá lcu lo de la mat r i z A . 
I V . 3 
- I n t e g r a c i o n e s c o r r e s p o n d i e n t e s a la m a t r i z B -
También hay que r e a l i z a r la i n t e g r a c i ó n en el c o n t o r n o , p e r o como se d i j o -
a n t e r i o r m e n t e , el t enso r T no está ensamblado, po r lo que c a l c u l a r e m o s las in te -
ik 
g r a l e s de los e lementos que lo componen, es d e c i r de las d e r i v a d a s de U , y a c o n -
ik 
t i nuac ión el c á l c u l o de T . ^ se r e d u c i r í a a sumar l as convenientemente según las ex -
p r e s i o n e s I V . 2 . 1 . 9 y I V . 2 . 1 . 1 0 . 
U 
r r 
ds = 2 7T 
r 
t S / 2 
- S / 2 
u ds = [ - 1 - - J J L 
P r 8TTG O - V J ^ R " 2 
+ ( 6 - 8 v + t 2 ) I ] I V . 3 . 3 . 8 
donde I ^ e I v ienen dadas en el apéndice 
U - t 
R Z L A Z dA = 
r 
8 t tG ( l - v ) ^ R * 
[ 1 / 4 l 3 + R l 4 + ¿ 1 5 " ' 6 ] I V . 3 , 3 . ( 
-.A 1 í / 2 3 " 4 v x . r, / 2 3 " 4 * x , dA I t (t ) l r + t R ( t ) I , + 
3 r 8 TTG ( 1 - V ) / R ~ 
r z 6 r z 2 ' "4 
+ [ (3 -4 v) + (3 -2 v) t 2 - t 4 ] I + 1 / 4 1 , 1 
z z 2 1 J 
I V . 3 . 3 . 1 0 






8 TTG(1- V) \¡R 
[ (3•+ 2 t 2 - 4 v ) I 1 L r 6 J I V . 3 . 3 . 1 1 
r 3 U z r 
a r 
dA = 
8 ttG (1-V) R^ 
r 2 „ , 2 [ t R l , - t | _ + 
t R 
r 
. . . . . ._ . I + 
z 4 r 6 , 7 
4 
( 4 t - 1) t 
z r 
(3 + t 2 ) 
z 
I - 3 / 8 I ] I V . 3 . 3 . 1 2 
5 3J 
a U z r 
a z 
dA = 1 2 [ ( i _ 2 t 2 ) t I + i ( 1 + t 2 ) 1 + 1 / 4 I ] 
8 ttG (1 - v) ^ R 1 Z r 6 Z 2 1 1 
I V . 3 . 3 . 1 3 
3 U r z 
a r 
dA 
8uG ( 1 - V ) / R ~ 
[ R t 2 I - t 2 I + ( t 2 - 3 / 4 ) t i -
L z 4 r 6 z r 2 
2 
t R (3 + t ) 
r . z i + I _ + 
4 4 
3 / 8 I ] I V . 3 . 3 . 1 4 
a ü 
3 Z 
r z A I 
dA = 
8TTG 
[ t (1 - 2 t 2 ) + t 2 ) I - 1 / 4 I ] 
L r z 6 z 2 1 J 





8t tG (1 - v) JR 
2 2 2 
t (t - 2v ) | - t ¡2 (3 - 4v+ 2 t ) 
z z 2 r z 
. ( I _ + R I ) + 1 /4 I 1 fi 4 1 J I V . 3 . 3 . 1 6 
3 U t [• 2 t - (3 - 4 v ) ] 
Z Z ^A Z r . dA I 
3 Z 8 ttG (1-V) /R 6 
I V . 3 . 3 . 1 7 
Calcu lando sucesivamente las in tegra les de estas der ivadas en sus par tes -
ana l í t i cas y numér icay luego combinándolas en la forma que se indica se pueden cono 
ce r los elementos co r respond ien tes a la mat r i z B que era prec isar rente lo buscado. 
- I n teg ra les co r respond ien tes a P -
Observaicb detenidamente las expres iones de los té rminos del vec to r P def im 
do en I V . 2 . 5 y teniendo en cuenta que en un elemento rec t i l í neo las componentes de= 
la normal son constantes , se deduce que solo es necesar io ca l cu la r las in tegra les co 
r respond ien tes a X. , y sus p r i m e r a s der i vadas para pos te r io rmente ensamblar las -
ik 
en la forma que indica la ecuación a n t e r i o r y c a l c u l a r los términos cor respond ien tes 
del vec to r P . Natura lmente esto es pos ib le porque en elementos constantes n y X -
K K 
son constantes en todo el elemento,) como se ha indicado an te r io rmen te . En caso con 
t r a r i o no se r ía pos ib le esta s imp l i f i cac ión . * 
En de f in i t i va tendremos 
X dA = 2 
r 
S / 2 
- S / 2 
r ¥ dA = - - - - - - (2 I - 1 /R I - 1 /4R I ) 
r - _ 1 2 3 o ir G 
I V . 3 . 3 . 1 8 
donde las i n t eg ra l es I , I , I y las s igu ien tes están dadas en el apéndice 
I O 
VR x dA = — " - - — ( - 2 1 + 1 / 4 R I , ) 
6 i tG 1 3 
A 
I V . 3 . 3 . 1 9 
As imismo con las de r i vadas p r i m e r a s tenemos, 
3 X 
3 r 
r 3 t 
- dA = f I , + i -A . + 4 R I + 2 I ¿ lo 
L - 2 ' 4 . 5 6 5 J 
I V . 3 . 3 . 2 0 
3 X 
Z A A - 1 dA = — 
3 r 4 ti G / r 
[ - R / 2 L - 2 R K + i l 0 l I V . 3 . 3 . 2 1 L 8 6 9 J 
a X - t 
r z 
dA = 
3 z ttgJR 
[ * 1 4 7 J I V . 3 . 3 . 2 2 
A 
3 X' - t 
z i a z 
dA 
3 z 8 tt g / r " I V . 3 . 3 . 2 3 
P o r ú l t imo , en lo que se r e f i e r e al cá l cu lo de las ma t r i ces que aparecen en -
la ecuación co r respond ien te a tensiones en puntos i n t e r n o s , d i remos que no p resen -
tan ninguna d i f i c u l t a d numér ica , ya que al i n t e g r a r desde un punto que no pertenece= 
al con to rno los núcleos de las in teg ra les no son s i n g u l a r e s , pudiéndose c a l c u l a r e s -
tas i n teg ra les mediante un p roceso de in teg rac ión numér i ca , como el indicado para -
el caso de con to rno en que el nodo no per tenezca al elemento sobre el que se i n teg ra 
Es necesar io también hacer una salvedad en cuanto al cá l cu lo de los té rmi -
.nos de la diagonal p r i n c i p a l . E fec t i vamente , así como en el caso t r id imens iona l era= 
pos ib le e ra el c a l c u l a r l o s como suma cambiada de s igno del res to de los elementos -
co r respond ien tes que se encuent ran en una misma f i l a , s in más que c o n s i d e r a r el -
problema s imple de movimiento como só l ido r íg ido s in fue rzas de vo lumen. En este -
caso , esto no es pos ib le en ambas d i r e c c i o n e s , ya que un movimiento como só l ido r í -
gido en la d i r e c c i ó n r no t iene sen t ido , pues s ign i f i ca aumento d e f r a d i o s in de fo rma-
c i ón , lo que es impos ib le . 
Es pues necesar io en esta d i r e c c i ó n el u t i l i z a r la exp res ión usual para los -
té rminos de la diagonal p r i n c i p a l , m ien t ras que para la d i r e c c i ó n z puede cons ide ra r 
i 
se el movimiento como só l ido r í g i d o . 
I V . 3 . 4 . - A P L I C A C I O N DE LAS C O N D I C I O N E S DE CONTORNO Y RESOLUCION 
DEL S I S T E M A DE E C U A C I O N E S 
Al igual que en el caso t r i d i m e n s i o n a l , la ap l i cac ión de las cond ic iones de 
contorno permi te poner la ecuación en el con to rno en la forma 
A a u " = B ? t n + F « I V . 3 . 4 . 1 
ik i ik i k 
n n n 
o en forma ma t r i c i a l 
A u = B t + P I V . 3 . 4 . 2 
y una vez ap l icadas las condic iones de con to rno quedará un s istema l ineal de ecua -
c iones en la fo rma 
K x = F I V . 3 . 4 . 3 
T r e s t ipos de cond ic iones pueden p resen ta r se en la p r á c t i c a 
- T ipo 1 . - Condic iones de contorno en movimientos 




x. = t . 
N 
a a n <* 
F. = A . u. - 1 P. 
k tu i k 
n n=1 n 





x. = u 
i i 
N a a n _ a 
f K = B i k l ¡ + * p k n n=l n 
- T ipo 3 . - Cond ic iones mix tas 
Pueden e x i s t i r dos casos a su vez 
n n 
- Datos v , o 
a a 
K ¡ _ 1 k - 1 = ~ A i - 1 k - 1 n n 
a a 
K ¡ k - i = B ¡ k - i 
n n 
ix a 
K - 1 . A a 
i - l k = - A 
n i - 1 k 
n 
a 
K - U o 01 
i k = B. , 
n i k 
n 
n n 
V i = u 
n n 
x. = T 
i 
N 
a . a n a n a 
F. = - A . v + B . „ . , a + Z P 
k - 1 i k - 1 i - 1 k - 1 k - 1 
n n n=1 n 
N 
_ a a n „ a ' n a 
F = - A . v + B a + Z P 
k i k i - 1 k k 
n n n=1 n 
_ n n 
- Datos u , T 
K a = B a 
1-1 k - 1 i - 1 k - 1 
n n 
a a 
i k - 1 i k - 1 
n n 
a a 
K ¡ - i k = B ¡ - i k 
n n 
a 4 ct 




X ¡ - 1 = T 
n n 
x . = u 
i 
N 
,- a • a n a n ^ a 
F = - A u + B. , , T + Z P. , 
k - 1 i - 1 k i k - 1 , k - 1 
n n n=1 n 
N 
r- a A a n a 
F k - - A ¡ - 1 k u + B ¡ k * n + I p • 
n n k 
n=1 n 
Con e l l o quedan propuestas todas las pos ib i l i dades de cond ic iones de c o n t o r -
EL CASO A X I S I M E T R I C O I V . 3 
no en el caso a x i s i m é t r i c o . 
En cuanto a la reso luc ión del s istema de ecuac iones, debido a la magnitud - -
del p rograma se ha dec id ido r e a l i z a r l a mediante la u t i l i z a c i ó n de un método s tandard 
de e l im inac ión de Gauss que p ropo rc iona muy buenos resu l t ados , s in ningún problema 
ad i c i ona l . 
I V . 4 . - E X T E N S I O N DEL CASO P L A S T I C O 
Se va a d e s a r r o l l a r a cont inuac ión y en forma totalmente pa ra le la al caso -
e lás t i co la fo rmu lac ión y aprox imac ión numér ica a p las t i c i dad a x i s i m é t r i c a , s i bien= 
no se r e a l i z a r á un d e s a r r o l l o exhaust ivo de la fo rmu lac ión general en p las t i c i dad , -
quedando éste como una pos ib le extens ión f u t u r a . 
L a ecuación de pa r t i da para el cá l cu lo de movimientos en puntos in te rnos en= 
p las t i c idad es idént ica a la de Somig l iana , pe ro con un té rm ino ad i c i ona l , c o r r e s p o n 
diente a las deformac iones p l á s t i c a s , pudiendo exp resa rse (vease T e l l e s [ 122] ) c o -
mo 
6, . ú. (x) = ki i 
U., ( x , y) t". (y) ds -
ik i y 
Ófi 
T. , ( x , y) ú. (y) ds + 
ik i y 
5 fi 
U., ( x , y) X. (y) d + 
ik i y 
4 f i 
2 ¡ j k ( x , y) ¿ R ( y ) d f i y I V . 4 . 1 
fi 
donde los puntos sobre los d i s t i n tos vec to res s ign i f i can incremento d i f e r e n c i a l , ya -
que se s igue , como es usual en los casos no l i nea les , un planteamiento inc rementa l , 
y el tensor z , > t iene como s ign i f i cado f í s i c o el co r respond ien te a los té rminos -
¡ jk 
del tensor de tensiones a que aparece en un punto y del domin io , cuando en o t r o -
i j 
punto x se ap l i ca una carga unidad en la d i r e c c i ó n k . 
La exp res ión de este tensor co r responde exactamente al presentado en I V . 2 . 
1 .2 en el caso e l á s t i c o . • 
La exp res ión de la de r i vada de los movimientos respecto a la coordenada m -
del punto s i n g u l a r , con el objeto de c a l c u l a r las tensiones en un punto in te rno queda 
r ía (vease I V . 2 . 2 . 1 ) 
J /V 
$ , . u.; 
ki i m 
- ü 
u., ; t. ds ik m i y T ; ú ds + i k m i y U , ; X dfi + ik m i y 




. ; £. .p d Í2 - X. (x) lim 
ijk m ij y i n e—^O 
U p, ds -




e . .P (x) l im 
'J n e— ¡ j k
P , .m d S y 
6 B (x) 
e 
I V . 4 . 2 
El va lo r de la p r imera in tegra l extendida a <5 B " (x) es nulo como se demos -e 
t r o en I V . 2 . 2 . 2 , mient ras que si se observa las expresiones Z def in idas en -
¡Jk 
I V . 2 . 1 .9 se desprende que la segunda in tegra l presenta una s ingu la r idad del t ipo -
fue r te , siendo necesar io su cá l cu lo . Para e l lo se van a aprovechar los resul tados -
obtenidos en I V . 2 . 3 . 5 que cor responden a los l ími tes de cada uno de los términos -
del tensor Z , mul t ip l icados por e . 
¡ jk 
Observando en la ecuación I V . 4 . 2 y dondonos cuenta que p , = sen 6 y -r 
p, = cos 6 (vease F i g . I V . 2 . 3 . 2 ) , y que Z y Z son O (In e) cuando ds -H'z ee r eez y 
es O (e) se t iene 
É . .P (x) 
IJ 
Z p, ds 
i j r r y 
5 B (x) 
- (1 - 4x>) ( É P + *eP ) zz r r 
8 ( 1 - v ) 8 ( 1 - v ) 
- P e 
r r 




z.. P, ds = 
I J Z R y 
_3-4 v 
4 ( 1 - v ) r z 
I V . 4 . 4 
6 B (x) e 
donde se ha hecho uso de que las in teg ra les que mu l t i p l i can a é P y *eP son in tegra 
r r zz -




Z p , ds 
i j r z y 
_ 3 _ - 4 v 
4~0~-"VT r z 
6 B <x) • e 
I V . 4 . 5 
P o r ú l t imo 
- e 
U 
Z . . P, ds 
i j z z y 
6 B (x) 
c 
( 1 -4 v) ( é P + É P ) 
r r z z 6 - 8 v 
8 (1 - v ) 8 (1 - v ) zz 
I V . 4 . 6 
El res to de los té rminos es c e r o pues las i n teg ra les en 6 B (x) de E así 
£ 6 6 P 
como la de Z son c e r o y p , es 0 también. 
QJó z 6 
Los resu l tados a n t e r i o r e s pueden d isponerse en forma más compacta como si_ 
gue,donde k y m v a r i a n só lo según r y z . 
- e 
|J 
Z .. n , ds [ (6 - 8 v) e,P - (1 - 4 v) . 
•J
k P m
 y 8 ( 1 - v ) k m 
6 B (x) 
e 
II 6 km 
I V . 4 . 7 
I V . 4 
que es exactamente igual al caso de tens ión plana sa lvo que el coe f i c ien te de Po isson 
no es el modi f icado (Te l l es [122 ] )• 
S i ahora apl icamos el operador e lás t i co C en po la res a la ecuación de moví 
e ~~ 
mientos in te rnos se vo l ve rá a obtener la ecuación (27) del apar tado I I I .1 .2 pe ro -
con el t é rm ino l i b r e de deformaciones p lás t i cas mod i f i cado. Se tendrá pues que en -
la ecuación f ina l co r respond ien te a las tens iones apa rece rá un té rm ino igual al de -
tens ión p lana , quedando en la forma 
a (x) = 
y i j k k y 
5 a 
S , ú, ds + 
i j k k y 
6 fi 
D.., X, d i ) + i j k k y 
v • • p a G r 9 • p ^ * c p • p n £ ... . e d y - L 2 e.. + Ó . . U - e j J . j k l kl y 4 ( 1 - v ) ' J U " 9 
fí 
I V . 4 . 8 
donde los d i s t i n tos tensores t ienen expres iones tota lmente análogas al caso e lás t i co 
v in iendo de f in idos en I V . 2 . 2 
Evidentemente el paso al con to rno no imp l i ca , en el caso p l á s t i c o , ningún cá_[ 
cu lo ad ic iona l al ya rea l i zado en e l as t i c i dad , ya que las ún icas in teg ra les que p re -
sentan prob lemas son las extendidas en la s u p e r f i c i e y ya se t r a t a r o n en I V . 2 . 3 . 
En lo que se r e f i e r e a la ap rox imac ión numér ica también con elementos c o n s -
tantes , es necesar io ahora la d i s c r e t i z a c i ó n del dominio en o rden a c a l c u l a r las i n t e -
« 
g ra les de volumen en las que aparecen las deformac iones p l á s t i c a s . Se rá necesar io -






Z 2 Z Z 
r r r r z r z z r 
r r z 
2 Z Z 










> d fi 
m 
I V . 4 . 9 
donde M es el número de elementos (an i l l os de secc ión t r i a n g u l a r por ejemplo) en que 
se d i s c r e t i z a el dominio p l á s t i c o , ya que el res to del dominio no es necesar io d i s c r e 
t i z a r l o pues en él las deformaciones p lás t i cas son nu las . Evidentemente si la aprox_i_ 
mación sobre los elementos se supone cons tan te , e x i s t i r á n M nodos también r e p r e -
sentat ivos de los v a l o r e s de las deformaciones p l á s t i c a s . 
Ca lcu lando en estos M nodos los v a l o r e s de las tens iones , éstas quedarán en 
la forma 
¿ (p) r r 











r r r 
D 
r z r 




r r z 










I V . 4 
6 fi 
r r r r r z 
r z r r z z 
z z r zzz 
e e r e ez 
' ú (CDG) 
r n 
) + 
¿ (CDG) v. z n j 
6 fi 
r r r r r z 
r z r r z z 
z z r J zzz 
J J 











Z 2 J 2 2 
r r r r r r r z r r z z r r g e 
z 2 z z z r z r r r z r z r zzz r z ^ e 
z 2z z z 
z z r r z z r z zzzz Z Z G G 
z 2 ZL z - z 
l eezz as^z e©zz e e e ^ 
' * e P (CDG) ^ r r n 
e (CDG) 
r z n 
(CDG) zz n 
'eP (CDG) ^ ee n 
r p • P • P 
2 e - ( e .. - e ) 
r r II ee 
G_ 
4 ( 1 - v ) 
r z 
2 c P 
Z Z 
I V . 4 . 1 0 
. p . p 
- ( e M - e ) 
II ee 
y e s c r i t a s en forma ma t r i c i a l se ob tendr ía . 
Í = P i - S ú + P% + T ' 
I V . 4 . 1 1 
B u = A _ t + P + T e P 
donde D y S son ma t r i ces de 4M x 2N, T ' e s de 4M x 4M, B y A son ma t r i ces de dimen -
s ión 2N x 2N, T lo es de 2N x 4M y el res to son vec to res de d imensión 2N sa lvo el vec 
to r de deformac iones p lás t i cas cuya d imensión es 4M. 
El cá l cu lo de las ma t r i ces a n t e r i o r e s p e r m i t i r á pues la reso luc ión del p r o b l e -
ma. Todas e l l as se han ca lcu lado in ic ia lmente sa lvo las ma t r i ces T y T ' . 
El cá l cu lo de estas ma t r i ces exige el cá l cu lo de las in teg ra les de 2 y Z i j k i j k l 
en el domin io . 
El p roced imien to que se segu i rá es en todo análogo al d e s a r r o l l o en e las t i c i -
dad. Así para el caso co r respond ien te a i n teg rac ión sobre elementos a los que no pe£ 
tenece el elemento se r e a l i z a r á una i n teg rac ión numér ica de Hammer , en la forma 
k 
Z ... do = Z w Z , ( x , y) I V . 4 . 1 2 
• i j k - . m - i i j k 
• a i = 1 m 
P a r a el cá l cu lo de los elementos de la ma t r i z co r respond ien te a la i n teg rac ión 
desde un nodo sobre un elemento al que per tenece se segu i rá la técn ica propuesta en= 
el caso e l á s t i c o , natura lmente extendida al caso del domin io . Para e l l o según que"se= 
in tegre desde un punto del con to rno (mat r i z T) ó del dominio (mat r i z T1 ) se es ta rá en= 
una de las s i tuac iones presentadas en las F i g s . I V . 4 . 1 y I V . 4 . 2 . 
En el p r i m e r caso se r e a l i z a r á la in tegra l de todo el elemento como suma de -
las i n teg ra les sobre dos t r i ángu los uno de cuyos v é r t i c e s es el nodo s i n g u l a r . La si -
tuación es totalmente análoga en el segundo caso , sa lvo que ahora se d iv ide el elemen 
to en t r e s sub t r i ángu los . 
En e l l os se p lan teará también un p roceso de in teg rac ión mixta s i m i l a r al desa-
r r o l l a d o en el caso e l ás t i co , in tegrándose anal í t icamente sobre una zona de dominio -
cercana al punto s ingu la r y que suponemos un t r i ángu lo semejante al total (zona r a y a -
da en las f i gu ras ) y numéricamente sobre el res to con un proced imien to de cuadra tu ra 
de Gauss por e jemplo . 
En cuanto al p roceso ana l í t i co , y debido a la d i f i cu l t ad de rea l i zac ión de es -
tas i n t e g r a l e s , se ap rovechará el hecho de que la s ingular idaddspende sólo de la d i s -
tancia s-, rea l i zando una in teg rac ión semiana l í t i ca ; ana l í t i ca en cuanto a la d is tanc ia 
s se r e f i e r e y numér ica en cuanto al ángulo e . As í si se observa la F i g . I V . 4 . 3 se -
tendrá 
F i g . I V . 4 . 3 
f dv = 2 TT 
V 
sr f dv = 2 ti 
V 
2 
d e [ l im 
0 
S (6 ) 
s f ds ] I V . 4 . 1 3 
f dv = 2* 
V 
I = l im 
E — 0 
d e . I 
e 
S (Ét) 
s r f ds I V . 4 . 1 4 
El cá l cu lo pues de la in tegra l I es el que hay que abo rda r para cada uno de los 
casos que se p resen tan . Realmente las func iones f que se van a i n t e g r a r co r responden 
exc lus ivamente a las de r i vadas p r i m e r a s y segundas de los movimientos que son las -
que aparecen en los tensores 2 . y 2 . , . A s í , 
i j k i j k l 
t 
- Ma t r i z T 
P ^ r a el cá l cu lo de esta ma t r i z es necesar io el cá lcu lo de las de r i vadas p r i m e -
r a s , pero extendidas al domin io , donde dv = 2*rr s d e d s . 
S i rea l i zamos exc lus ivamente anal í t icamente la pa r te co r respond ien te a s nos = 
damos cuenta que esta in tegra l respecto a s es la misma in tegra l que para el cá lcu lo -
de la mat r i z A pero mu l t ip l i cadas por s . P o r lo tanto las i n teg ra les resu l tan tes serán 
las mismas que para el caso de A pe ro por s , y además extendidas en t re e y S , y lúe 
go ca lcu lando el l im . 
U 
iV r 
— r - r dv 
F i g . I V . 4 . 4 
e 
- 1 
8 TTG (1 - v) R 
e [ 
3 - 4 v + (6 - 8v + t ) I ] d e 
1 z 2 
I V . 4 . 1 5 







3 r 8ir G (1 - v) , / R 
9 1 R ¿ . r t [ t R I - t I + 
z r 4 r 6 
(4 t -1)t 
z r 
3 + t 
1 - 3 / 8 1 1 d e 
D o 





V 3 z 8 t tG ( 1 - v ) FT 
[ ( 1 - 2 t 2 ) t I + i (1 + t 2 ) I + 
z r 6 z 2 
+ 1 / 4 ! ] d e 
3 U r z 
dv 
V 3 r 8 ir G (1-v)\/R~ 1 
I V . 4 . 1 ? 
t [ R~t 2 I - t 2 I + ( t 2 - 3 / 4 ) t l 0 -
e z 2 z 4 r 6 z r 2 
t R 3 + t 
r . 2 , + 
4 4 
1 + 3 / 8 i ] de 
D o 
IV .4 .18 




8 TTG (1 -V )^R~ 6 
e. 
t [ 1 / 4 i + R t i + t /2 l_ - t l _] de 
z 3 z 4 z 5 z 6 
3 U 
, 6 2 
r r 
dv 
V 3 r 8 TTG ( l - v ) ^ R 
. I V . 4 . 1 9 
. 2 3 - 4 v » „ , 2 3 - 4 v . 
d e t (t ) I + t R (t ) . 
2 6 r Z y. 
2 4 
+ [ ( 3 - 4 v ) + (3 - 2 v ) t - t ] 1 
z z 3 
I V . 4 . 2 0 







8 TTG (1 - v) R 6 
1 
t (3 + 2t - 4 v) | d 6 I V . 4 . 2 1 
z r 6 
3 U 
r z 
3 z V 
dv 
1 
8 7r G (1 — v ) R 
[ t ( 1 - 2 t 2 ) I - ¿ ( 1 + t 2 ) I -r z 6 z 2 
- 1 / 4 l ] d e 
3 U 
- - dv = i 
V 
3 r 8 TTG (1 -V) R 
I V . 4 . 2 2 
[ t 2 (t 2 - 2 v) | - t / 2 (3 -4v + 2 t 2 ) . 
z z 2 r z 
. ( I _ - R. I . ) + 1 / 4 1 ] d e 






3 z 8 ir G (1 - v ) R 
t [ 2 t - (3-4v) ] I de 
z r 6 
1 
I V . 4 . 2 4 
Con e l l o queda f ina l i zado la i n teg rac ión para T , s iempre que se r e a l i c e para -
los dos t r i ángu los P B ' C' y P A ' C 1 . 
- Ma t r i z T1 
Es necesar io además el cá lcu lo de las i n teg ra les co r respond ien tes a las d e r i -
vadas segundas de los mov imientos . • 
S igu iendo un p roceso totalmente análogo al a n t e r i o r haciendo las mismas sim -




i V 9 r 3 R 8 tt G (1 - v)\¡R~ 
de [ 1 / 2R [ (11 - 4 v) t - 4 t -
z z 
- (21 /2 - 8 v ) t 2 - l ] 1 + 1/2R [ ( 3 - 4 v) t 2 - 2 t 4 + 
z 1 z z 
+ (2t 2 - 1) t 2 ] l + R / 2 [ ( 3 - 4 v ) t 2 - 2 t 4 + ( 2 t 2 - 1 ) t 2 3 I + 
r z 2 z z r z 3 
+ [ 4 U - ( 3 - 4 v ) ] t 2 I , ] 
8R 
I V . 4 . 2 5 
Las in teg ra les a n t e r i o r e s están dadas en el apéndice 5 , Observando éstas se 
£ 
deduce que en l^» l ^ e aparece el mismo té rm ino ln — q u e t iende a i n f i n i t o , -
cuando & t iende a c e r o , pe ro si se suman las con t r i buc iones de las t r e s i n teg ra les y -
se in tegra en t re O y 2TT se t iene para el l n E 
2 n 
\¡R- i [ (3 - 4 v ) t 2 - 2 t 4 + (2 t 2 - 1) t 2 ] + i [ (3 - 4 V ) t 2 - 2 t 4 + v z z r z z z 
+ (2 t 2 - 1) t 2 ] + [4 t 2 - (3 - 4 v ) ] t 2 d e ln — 
4R 
= R ln 
4R 
21T 
[ ( 3 -4 v ) ( t 2 - t 2 ) + 2 t 2 ( t 2 - t 2 ) + ( 4 t 2 - 1 ) t 2 ] d e = 0 1 z r z r z r z 
IV ."4.26 
Lo rr ismo o c u r r e en el res to de las ¡n tegra les p o s t e r i o r e s , po r lo quenoes -
pVoblorael ¡minar los té rminos en ln e que aparecen en la fo rmu lac ión de las in tegra -
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2 z z 6 











 - 1) I + 
z z 2 
+ i (8t - 12t + 3 ) 1 , + t / 4 ( 2 t - 1 ) 1 + ( - 16 t + 
4 r 
4R 
+ 14t 2 - 1) I , ~ + 1/4R ( 2 t 4 - 4 t 2 - 1) I - 1 /8R I I V . 4 . 2 8 
z 10 z z 1 5 
a 2 U z r 
dV 
V 
3 z 3Z 8TT G ( 1 - v ) / R ~ 
. i d e 
6 
2 2 
t [ - 2 (4t - 3) t ] I + i (2t - 3) . _ 
z z r 4 z 
IV .4 .29 
V 
3 U 3 U 
—-— ( — H + — - z - r - ) dV 
3 R 3 z 3 r 
1 
8 i r G ( 1 - v ) R 
2 t t 
z r 
e . R 
2 2 3 
( - 5 + 4v + 6t ) I „ + t t ( - 7 + 4 v + 8t ) I , + 2t t R I _ + 
z 2 r z z 4 r z 3 4R 
[ (33 - 24v ) + (16v - 49) t 4 + 16 t 4 ] I n + — - - (6t 2 - 1) I -
z z 10 ^ z 6 
t 3 R 
r 




4 2 7 l o 
(8t - 4 t + 1 ) 1 + - - - - - ( - 2 t + 6t - 3) l + 
8R z z 11 
3t 3t 
I . _ + 
4 R 2 1 5 16 R 2 ' 1 6 
t t t 
4 
3t 
^ I i 
_ 2 ' 15 + 2 16 
R 16 R 
I V . 4 . 3 0 
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3 U 3 U 
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j [(13-8 v) -
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z z 4 z z 3 . z z 
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- i ] « 6 + 
t R 
r 
[ 2 t 2 - 1 ] I 0 + i [ - t 4 + 3t 2 + 9 / 2 ] 1 + 3 / 8 I _ ] 
12 14 18 
a 2 U 
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2 3 
3 t 2 t t 
r z z r 
t z [ I + 
16R R 
I V . 4 . 3 1 
' 2 + 
3 2 V 4 2 • 
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z r 3 z r z 4 z z 1 4R 
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(3 - 7t ) I + - - - I + — Z - ( 2 t 2 - 1 ) l -





2t - 22t - 3 
z z 
8 R 




r z 1 
V 
-- dV = 





 + 3/2) I , 
z z 4 
- ( 4 t 4 - 2 t 2 - i ) R I - t ( 4 t 4 - 7 / 2 t 2 + 1 /4 ) I + 
z z 3 r z z 6 







3z aR 8 TTG 
V 
( 1 - 0 \ / R 
r e 2 
d e [ — - - - - ( - 1 + 4 v - 4t ) I + 
__ z 2 
9 i 
2 ' z 2 
+ t t ( - 1 + 4 v - 4t ) I , + [ (3 - 12 v) + 8 ( 1 + v ) t 
Z 4 2R 




, 6 2 
zz dV 
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IV.4.35 
3 U 3 U 
d V 
V 3 R 3z 3 r 8 ir G (1-v ) yjR 
d e - 1 - [ 8 t 6 -
4R 
t 
- (14 + 8 v) t a + (3 + 16 v) t Z + 1 ] 1 + - — [ - 16 t 4 + 6t 2 + 3] I + 
4R Z Z 
+ [ - 2 t + 3 ] 1 + (24t - (4 + 8v ) t + 4 ) 1 + 1 / 4 [32t -
4 Z 4R 
- (28 + 16v ) t 2 - (6 + 16v)¿] I + R / 4 [ 8 t 4 - 8 v t 2 + 2 ] I -
z - z z 4R 
I V . 4 . 3 6 
3U 3U 
„ 9 _ _ (____ r . z + dV 
3 Z 32 3 r 
V 
8 nG ( 1 - v ) \ [ R 
d e [ -3+4 -12 t ] . 
e 
J 1 
. t t I + [ 1 + 4 - 4 t 2 ] t t I + [ (2 + 6 ) - (7 + 4 ) t 2 + 4 t 4 ] I 
r z 4 z z r 3 z z 6 
I V . 4 . 3 7 
V . - R E S U L T A D O S 
V . 1 CUBO S O M E T I D O A T R A C C I O N 
En este ejemplo se pretende ana l i za r un cubo de a r i s t a 6 cm, sometido a ca r 
2 
ga un i fo rme de t r a c c i ó n sobre sus dos ca ras opuestas de va lo r 1000 kg /cm . Natu 
ra ímente , estos va lo res -son totalmente in-eales, para un problema e lás t i co , pero tie_ 
Se va a cons ide ra r un mater ia l que t iene de modulo de e las t i c idad E = 2 , 5 -
2 
K g / c m y de coe f i c ien te de Po isson v = 0 , 2 5 . 
« 
Debido a la s imet r ía respec to a los p lanos x y , x z , y z , se sabe que los d e s -
p lazamientos de puntos de estos planos respec to a las d i recc iones perpend icu la res a 
los mismos son nulos por lo que se puede fác i lmente i n t r o d u c i r estos datos como cotí 
d ic iones de con to rno de un octante de cubo, e l iminando así la pos ib i l i dad de movi > -
miento como só l ido r íg ido del domin io . 
El problema se va a abo rda r con elementos de d i s c r e t i z a c i ó n rec tangu lares y 
t r i a n g u l a r e s . La d i s c r e t i z a c i ó n y cond ic iones de con to rno para ambos casos, apa re -
cen represen tadas en las F i g s . V . 1 .3 y V . 1 .4 respec t i vamente . 
- 310 b i s -
2 3 
F ig . V . l .4 
En cuanto a tens iones , r e f i r i éndonos de nuevo al caso de d i s c r e t i z a c i ó n en -
rec tángu los , la so luc ión te&r ica co r responde a la s igu iente : 
ELEMENTO 1 a = 1 0 0 0 
X T = ° xy * xz = ° 
ELEMENTO 2 T = 0 xy " y " 0 - y z " 0 
ELEMENTO 3 o = - 1000 
X 
= 0 L xz 
ELEMENTO 4 
V o • y " 0 
ELEMENTO 5 T = 0 yz 
ELEMENTO 6 
1 
T = 0 yz 
Las dos so luc iones obtenidas con el p rograma P E C E T para las d i sc re t i zac iones ante_ 
n ó r m e n t e de f i n i das , se van a comparar también con las obtenidas con el programa -
MASCA (ve r re f [ lOO] y [ l O l ] ) . E s t e p r o g r a m a de elementos de contorno u t i l i za = 
t rángu los planos con evo luc ión constante de tensiones y movimientos sobre e l l o s . -
El p rograma t raba ja exc lus ivamente en ememoria p r i n c i p a l por lo que el campo de -
ap l i cac ión resu l ta bastante l im i tado . 
La d i s c r e t i z a c i ó n u t i l i zada para este p rograma ha sido la s igu ien te . 
F i g . V . 1 . 5 
En las condic iones de carga espec i f i cadas , la so luc ión es la cor respond ien te 
a una b a r r a sometida a es fuerzo a x i l , es d e c i r : 
o 
_ e _ e =—_ v e 
e x £ ' y z x 
Los movimientos por tanto se rán : 
u = e x v = e y w = e z 
x y z 
ya que los condic ionantes de con to rno son u = 0 para x = 0; v = 0 para y = 0; w = 0 pa 
r a z = 0 . P o r e l l o la tabla de movimientos comple ta , r e f e r i d a a la d i s c r e t i z a c i ó n con 
rec tángu los es: 
NODO u V w 
1 1 .200 0 0 
? 1 .200 - 100 0 
3 1 .200 - 300 0 
4 1 .200 - 300 . - 100 
5 1 .200 - 300 - 300 
6 1 .200 - 150 - 300 
7 1.200 0 - 300 
8 1 .200 0 - 150 
9 600 - 300 0 
110 600 - 300 - 300 
11 600 0 - 30 0 
12 600 0 0 
13 0 - 300 0 
14 0 - 300 - 150 
15 0 - 300 - 300 
16 0 - 150 - 300 
MODO u V w 
17 0 0 - 3C0 
18 0 0 - 150 
19 0 n 0 
20 0 - 150 0 
Los resu l tados compara t i vos obtenidos son: 
VAR 
SOLUCION 
E X A C T A 
P E C E T . R E C T . 
N o d / E l e V a l o r 
P E C E T 
Nodo 
. T R I A N . 
Va lo r 
MASCA 
E l e . V a b r 
u 1200. 1 1200. 7 1221 . 17 1226. 
V - 180. 2 - 150. 8 - 126.5 
aw X 
- 1000. 17/3 - 1000. 18/7 - 963. 22 - 9 9 8 . 
a 
.y 
0 12/4 - . 0 2 1 6 2 1 5 / 1 * 52.98 2 - 20. 
CT 
Z 
0 3 / 5 .26 9 / 9i 56. r - 10. 
Puede o b s e r v a r s e , como conc lus ión que hecha la i n te rpo lac ión pa rabó l i ca , t an -
to usando c u a d r i l á t e r o s como t r i ángu los , rea l i zada por el grama P E C E T da muchos -
mejores resu l tados que ia aprox imac ión constante rea l i zada en el p rograma M A S C A , -
como era de e s p e r a r . Hay que r e c o r d a r que en este senc i l l o ejempio el campo de Mo-
v imiento es l ineal y por tanto la aprox imac ión pa rabó l i ca lo representa exactamente, 
por e l l o , un so lo elemento por ca ra ha s ido su f ien te para obtener excelentes r e s u l -
tados. 
Fuede po r o t r o lado obse rva r se que la r e s o l u c i ó n , dent ro de la aprox imación= 
pa rabó l i ca , obtenida con los rec tángu los es s u p e r i o r a la de los t r i ángu los lo que de 
be imp l i ca rse al - ca ícu lo , en el p roceso de i n t eg rac i ón , de datos como rectángulos= 
degenerados, lo que produce c i e r t a d i s t o r s i ó n en los resu l tados , siendo necesar io -
un re f i no s u p e r i o r en la mal la para consegu i r la misma p r e c i s i ó n . 
V . 2 . - C I L I N D R O S O M E T I D O A P R E S I O N I N T E R N A 
Se va a ana l i za r un c i l i n d r o de pared g ruesa , sometido a p res ión in terna de v a -
2 
l o r 1000 K g / c m . Las d imensiones del c i l i n d r o son: rad io e x t e r i o r 110 cm y rad io in -
t e r i o r 30 cm. 
El aná l i s i s se va a r e a l i z a r en p r i m e r lugar cons iderándo lo como un ejemplo -
t r i d imens iona l al que ap l i ca remos e! p rograma P E C E T . En segundo lugar se hará el -
aná l i s i s como un caso a x i s i m é t r i c o mediante el p rograma A X I E . 
La so luc ión t eó r i ca a este caso de e las t i c idad p lano, puede ob tenerse , por ejem 
p ío , en r e f . (52), Pág. 297 como: 
2 , 2 2 1-2v p a 1 + v a b p 
u ~2 2 r ~~2 2 
E b - a E r b - a 
2 h 2 P a b a = (1 ) 
r , 2 2 2 o - a r 
2 L 2 
P a (* b x 
° t = — J — 0 + " F » b — a r 
s iendo a = rad io i n t e r i o r del c i l i n d r o , 
r ad io e x t e r i o r del c i l i n d r o . 
V . 2 . 1 . - A N A L I S I S COMO D O M I N I O T R I D I M E N S I O N A L 
P o r c o n s i d e r a r s e un c i l i n d r o inde f in ido , co r responde a un caso de deformación 
p lana, po r lo que no ex is te desplazamiento según el eje z . Esta s i tuac ión se simula me 
diante la i n t roducc ión de esta cond ic ión de con to rno en los elementos perpend icu la res= 
a la d i r e c c i ó n del eje del c i l i n d r o . La F i g . V . 2 . 1 .1 muestra el t ipo de c i l i n d r o c o n s i -
de rado . 
Debido a la s imet r ía respec to a los p lanos xz e y z , los desplazamientos pe rpen -
d i cu l a res a estos planos en los puntos que per tenezcan a e l los deben ser nu los , por lo 
que in t roduc iendo también esas cond ic iones en mov imientos , ei problema rea l que re -
solvemos en el p rog rma es el que se ind ica en la F i g . V . 2 . 1 . 2 . 
220 
F i g . V . 2 . 1 . 1 
La d i s c r e t i z a c i ó n de nodos y elementos usada es la s igu ien te . F i g . V . 2 . 1 . 3 
>8 O 
15 LO 17 16 15 
18 © 14 
13 
11 
F i g . V . 2 . 1 . 3 
Los movimientos rad ia les para los d i f e ren tes nodos de la d i s c r e t i z a c i ó n , según 
la so luc ión ana l í t i ca an te r io rmen te expuesta es: 
u (nodos 1 a 8) = 6187,5 
r 
u (nodos 9 a 1 2 ) = 8070,15 
r 
u (nodos 13 a 20) = 16687,5 
r 
(Se han supuesto los mismos va lo res E y v que en el e jemplo V . 1 ) 
P a r a las tensiones se tendrá : 
2 
o ^ = (nodos 1 a 8) = 0160,71 K g / c m 
° = (nodos 9 a 12) = 278 ,79 K g / c m 2 { 
2 o ^ = (nodos 13 a 20) =1160,71 K g / c m 
Se espec i f i ca só lo pues es la que se co r responde d i rec tamente con los re -
su l tados del p r o g r a m a . j 
A cont inuac ión se inc luye una tabla resumen con los resu l tados de algunos no -
dos en movimiento y tensiones así como el e r r o r comet ido. 
NODO V A R I A B L E T E O R I A P E C E T ERROR % 
7 u 
r 
6187.5 6249. 0 . 9 9 
8 u r 
6187.5 6336. 2 . 4 
11 u r 
8070.15 7850. - 2 .72 
17 u 
r 
16687.5 15920. - 4 .59 
18 u 
r 
16687.5 16090. - 3 . 5 8 
7 
0 t 
160.71 165.9 3 . 2 
11 
° t 
278 .79 262.7 - 5 .77 





7 . 1 
18 
° t 
1160. 1051. 9 . 3 9 
V . 2 . 2 . - A N A L I S I S COMO CASO A X i S I M E T R I C O 
Se ha resue l to también el problema a n t e r i o r , cons iderando el c i l i n d r o como un 
só l ido a x i s i m é t r i c o , i nde f in ido , y por tanto con deformac ión nula en la d i r ecc i ón z -
(de f in ic ión p lana) . Como consecuencia de e l l o se ha cons iderado una s i tuac ión de con_ 
d ic iones de con to rno análoga a la a n t e r i o r , es d e c i r se suponen nulos los desplaza -
mientos de las secc iones ext remas pe rpend i cu la res al eje z , en esta d i r e c c i ó n . 
Las c a r a c t e r í s t i c a s del m a t e r i a l , así como las dimensiones y el va lo r de la pre_ 
s ión in te rna se han cons iderado idént icas a las del ejemplo V . 2 . 1 con el objeto de com 
p a r a r . 
En cuanto a la d i s c r e t i z a c i ó n se han efectuado ensayos con 3 d i sc re t i zac iones = 
d i fe ren tes co r respond ien tes a 40, 80 y 100 elementos con aprox imac ión constante. D i -
chas d i s c r e t i z a c i o n e s se muest ran a con t inuac ión , así como la s i tuac ión de los nodos -
que van a s e r v i r de conpa rac ión . 
s U I i> t i ) 11 t l i 111 i n v 
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F i e V . 2 . 2 . 1 
NODO V A R I A B L E T E O R I A A X I E (100) ERROR A X I E % 
1 u 
r 16687.5 17145.5 2 .7 
5 u 
r 16687.5 16599.4 - 0 . 7 
13 u 





z 0 270 .0 
13 u 
z 
0 - 0 . 7 1 
26 u 
r 
15892.7 16993.9 6 . 9 
38 u 
r 
7701.62 7687 .5 - 0 .1 
51 u 
r 
6187 .5 5907.87 - 4 . 5 
55 u 
r 
6187.5 5890.91 - 4 . 7 
63 u 
r 
6187 .5 5708.11 - 7 . 7 
40 
Oz 
40 .18 - 37 .10 7 . 6 
44 
° z 
40 .18 - 41 .83 - 4 . 1 
82 
a z 
40 .18 41.77 4 . 0 
87 
0 z 
40 .18 37.07 - 7 . 7 
Asimismo puede hacerse un estudio de comparac ión ent re las d is t in tas d i s c r e t i -
zac iones u t i l i z a d a s , para lo cual se r e f l e j a r á la v a r i a c i ó n de movimiento rad ia l a lo -
l a rgo de la l inea A B de la F i g . 
F i g . V . 2 . 2 . 2 
Es p r e c i s o hacer notar la d i f e renc ia ap rec iab le en lo que se r e f i e r e a movimien 
tos en la d i r e c c i ó n z . Esta d i f e renc i a es debida a que la modelación del estado de de -
fo rmac ión plana no es per fec ta con las cond ic iones de con to rno que se han in t roduc ido , 
s ino que al p e r m i t i r s e el desplazamiento en esta d i r e c c i ó n , debido al efecto Poísson, -
éste se p roduce . 
Es te hecho t iene como consecuencia el que la deformada tenga una apar ienc ia -
d i s t i n ta a la esperada en de formac ión plana ( F i g . V . 2 . 2 . 1 ) pe ro totalmente de acuerdo 
con las cond ic iones de con to rno que se imponen. 
Es te efecto produce también un cambio en los v a l o r e s de la tens ión que es -
rea lmente a p r e c i a b l e . 
mejor d i s c r e t i z a c i ó n no modi_ 
p r ime ra de e l las para conse-
Es también impor tante r e s a l t a r el hecho de que una 
f i ca sustanc ia lmente los resu l tados siendo suf iente con la 
gu i r resu l tados suf ic ientemente p r e c i s o s . 
F i g . V . 2 . 2 . 3 
V . 3 . - ESFERA. S O M E T I D A A P R E S I O N I N T E R N A 
Como un ejemplo de la capacidad del p rograma para r e s o l v e r problemas de 
g ran d imens ión , así como de la aprox iamc ipn que los elementos parabó l i cos consiguen -
en la rep resen tac ión de la geometr ía de un só l ido de g ran c u r v a t u r a , se ha resue l to un= 
prob lema t ipo muy conocido como es la es fe ra sometida a p res ión i n t e rna . 
Es te problema posee so luc ión exacta y v iene def in ida por las expres iones 
s igu ien tes (vease [ 52 
3 
1 pa P. 3 3 i a b , 
u = T T r + • 2 
r 3-X+2G" b a 46 b a 
u = u = 0 
e <t> 
3 , l 3 _ 3 x p. a (b - R ) 
i 
~ 3~7~3 ~3~~ 
R (a - b ) 
o a 
e = <t> 
^ 3 3 
p a J (2R + b ) 
i 
2 R"3 ( b 3 - a 3 ) 
La p r i m e r a d i s c r e t i z a c i ó n que se pensó aprovechando los excelentes resuj[ 
tados conseguidos en el e jemplo V . 2 . 1 con una d i s c r e t i z a c i ó n muy g rose ra fue la que -
se rep resen ta en la F i g . V . 3 . 1 de so lo 6 e lementos, donde se aprovechó el hecho de -
que u = u = 0 y se rea l i aó un c o r t e en la es fe ra mediante una supe r f i c i e cónica -
6 4> 
cons igu iendo una c a r a e = 0 y por tanto un movimiento nulo p e r p e n d i c u l a r . 
7 
F i g . V . 3 . 1 
I n t roduc iendo la cond ic ión de con to rno per t inen te se cons igu ie ron males resu l -
tados con e r r o r e s del o rden del 30 %. Este hecho es lóg ico ya que la geometría de los 
elementos es más compl icada que en los ejemplos a n t e r i o r e s y como consecuencia que-
da peor ap rox imada . 
Pa ra sa lvaguardar este inconveniente se pensó o t ra d i s c r e t i z a c i ó n con 18 ele -
mentos y 36 nodos que representaban mucho mejor la geometría del só l i do . El p rob le -
ma ahora cons is t ía en las necesidades de memor ia . Efect ivamente el tamaño de la ma -
t r i z del s is tema de ecuaciones es de 1 68 x 1 68 29 K p a l a b r a s . 
P a r a s a l v a r este prob lema ex is ten dos a l t e r n a t i v a s , la p r i m e r a cons is te en rea 
l i z a r una extens ión de memoria a t r avés de sentenc ias y órdenes de con t ro l aprop ia -
das , y la segunda en u t i l i z a r una memoria reduc ida haciendo uso entensivo del método 
de las á reas bu f f e r mú l t ip les (vease anexo I . 3 ) , con el cons igu iente aumento de -
t iempo, que el o rdenador u t i l i zado es de g ran impor tanc ia ,deb ido a la ine f ic ienc ia en= 
el t ra tamien to de los accesos a memoria auxtH'ar-.L 
A pesar de e l l o se e l i g i ó esta pos ib i l i dad con el objeto de p roba r el método an -
ted icho . Los resu l tados fue ron excelentes en cuanto a necesidad de memoria (solo -
6 K pa labra para la mat r i z ) pe ro lógicamente muy malos en cuanto a t iempo necesa r io . 
De hecho es de p r e v e r que en o rdenadores de mayor capacidad y rap idez , y debido a 
laenorme f l e x i b i l i d a d del p rograma para su implementación en cua lqu ie ra de e l l o s , la= 
e f i c ienc ia de éste aumente de forma no tab le . 
La d i s c r e t i z a c i ó n u t i l i z a d a , así como algunos resu l tados obtenidos se presentan 
a con t inuac ión . 
R E S U L T A D O S V . 3 
F i g . V . 3 . 2 
NODO V A R I A B L E T E O R I A P E C E T ERROR % 
1 u 
r 
6428.57 6401. - 0 . 4 3 
17 u 
r 
7164.72 7109 - 0 . 7 8 
23 u r 
8492.06 8406. - 1 . 0 1 
35 u r 
10928.57 10800. - 1 . 1 7 
41 u r 
15714. 29 15590. - 0 .79 
1 a t 
214 .29 207 .5 - 3 . 1 7 
17 o t 
249.48 250 .9 0 .57 
23 a t 
312.17 303 .9 - 2 . 6 5 
35 o t 
435.43 433 .5 
i 
- 0 . 4 4 
41 a t 
714 .29 757.. 5 .98 
« 
En cuanto a los t iempos que se neces i tan para la r ea l i zac ión del problema 
se p resen tan en la tabal ad jun ta . 
Se conc luye en de f i n i t i va que como en todos los grandes prcgra/nas numé -
r i c o s la capac idad y v e r s a t i l i d a d están reñ idas con el t iempo de e jecuc ión , siendo 
necesa r i o el uso de grandes o rdenadores para que puedan a f l o r a r todas las ven ta -
j as que el p rograma en sí c o n l l e v a . 
T IEMPO TOTAL DE C P U 24 ' 50 " 
T I EMPO DE E N T R A D A - SAL I DA 34 ' 49 " 
T I E M P O DE E S P E R A 2 " 
T I EMPO DE A C C E S O S 6 ' 22 " 
T I E M P O TOTAL 6 6 ' 8 " 
V . 4 
V . 4 . - CUBO S O M E T I D O A C A R G A S DE T R A C C I O N EN PUNTOS I N T E R N O S 
Con objeto de comprobar el t ra tamien to de fue rzas de volumen , se ha cons idera 
do un e jemplo co r respond ien te a un cubo sometido a ca rgas de anc la je en puntos i n t e r -
nos . 
Es de a d v e r t i r que este ejemplo no t iene so luc ión t e ó r i c a , ni ha sido tampoco -
pos ib le el r e a l i z a r la comparac ión con o t ros métodos numér i cos , por lo que se presen 
ta s in r e a l i z a r ninguna comparac ión . S i n embargo las c a r a c t e r í s t i c a s de los resu l ta -
dos permi ten a v e n t u r a r , si no a s e g u r a r , la f i a b i l i d a d de d ichos resu l tados . 
El prob lema cons is te en el mismo só l ido presentado en el ejemplo V . 1 con las -
mismas cond ic iones de contorno sa lvo que no ex is te ca rga de t r a c c i ó n en la ca ra de -
l an te ra . Las ca rgas a las que está sometido son dos ca rgas concen t radas , a modo de= 













Los resu l tados co r respond ien tes a movimientos y tensiones se presentan en la 
table adjunta para algunos de ios nodos ind icados en la d i s c r e t i z a c i ó n presentada en 
la F i g u r a V . 4 . 2 
NODO V A R I A B L E P E C E T 
1 u 625 .2 
9 u 0 .000659 
3 V 319 .6 " 
4 V 3059. 
As im i smo , la deformada que resu l ta se presenta en la s igu iente f i g u r a , pudien 
dose o b s e r v a r el efecto de las ca rgas sobre la de formac ión de las ca ras l a t e r a l e s . 
V . 5 . - M A T E R I A L H E T E R O G E N E O S O M E T I D O A T R A C C I O N 
Con ob je to de comprobar la sub reg iona l i zac ión en el p rograma se ha pasado 
un ejemplo con dos sub reg iones , co r respond ien tes a un cubo sometido a t r a c c i ó n . 
La d i s c r e t i z a c i ó n es la que se muestra en la F i g . V . 5 . 1 y las condic iones de con -
t o r n o , s i t uac ión y v a l o r e s de las ca rgas son idént icos a los del ejemplo V . 1 
Subreg ión 2 
Subreg ión 1 
F i g . V . 5 . 1 « 
En p r i n c i p i o y para comprobar la exac t i tud del método se supuso el mismo -
mater ia l en las dos subreg iones . Las c a r a c t e r í s t i c a s de éste co r respond iean e x a c -
tamente a las del problema V . 1 . Los resu l tados fue ron totalmente s a t i s f a c t o r i o s . 
Efect ivamente en todos los nudos se cons igu ió la so luc ión exacta con e r r o r e s infe -
r i o r e s al 0 , 1 % tanto en tensiones como en mov imientos . 
A cont inuac ión se pasó de nuevo el prob lema con dos mater ia les d i f e ren tes . 
El p r i m e r o de c a r a c t e r í s t i c a s E = 5 y E = 0 , 2 5 y e l segundo E = 1 ,5 E = 0 , 2 5 . 
La so luc ión exacta de este problema puede obtenerse inmediatamente api i -
cando las re lac iones de e q u i l i b r i o y compat ib i l i dad en la i n t e r f ase , teniendo en -
a 
E X cuenta que = — - — , con lo que se puede obtener el movimiento u . S i n embargo 
x E 
los movimientos t r a n s v e r s a l e s en la i t e r a c i ó n de mate r ia les es muy compl icado, -
esperándose un v a l o r medio en t re los co r respond ien tes a los dos ma te r i a l es . r 
Natura lmente el hecho de imped i r el movimiento en las ca ras ocul tas y la -
p resenc ia de la i n te r fase hace que se p ie rda la s imet r ía o r i g i n a L d e l p rob lema. -
As imismo la p resenc ia de grandes desplazamientos t r a n s v e r s a l e s no un i fo rmes ha_ 
cen v a r i a r el resu l tado en movimientos y tensiones in ic ia lmente p r e v i s t o por la -
teor ía e lementa l . 
S i n embargo inc luso en este caso se consiguen excelentes resu l tados con -
una d i s c r e t i z a c i ó n tan gruesa como la p resen tada . A lgunos va l o res compara t ivos se 
muestran a con t inuac ión . 
NODO V A R I A B L E T E O R I A P E C E T ERROR % 
3 u 900 917 .9 1 .99 
3 V - 300 - 298.7 0 . 4 3 
10 u 600 626.1 4 . 3 5 
10 V - 300 - 264 .8 11.72 
14 u 300 292.8 - 2 . 4 0 
15 V 
300 + 150 
2 
- 200 .2 11.11 
26 0 
X 
- 1000. - 935 .6 6 . 4 4 
31 a 
X 
- 1000. - 1096.0 9 . 6 0 
1 T 
xy 
0 0 . 5 
r-
Se observa c la ramente como el hecho de que las d i f e renc ias aumentan al 
ace rca rnos a la i n t e r f a s e , como una consecuencia d i r e c t a de que la so luc ión t e ó r i -
ca no es exacta en sus p rox im idades . 
* 
V . 6 . - A N A L I S I S DEL DOLO 
El Dolo es un elemento de p ro tecc ión u t i l i zado en e s t r u c t u r a s mar inas (d iques) , 
que consta de dos cabezas de m a r t i l l o unidas por el mango y en d i recc iones perpendi -
c u l a r e s . La F i g . V . 6 . 1 muestra un esuqema del mismo. 
-i 
SLOCK VOLUME» 0.1549 h5 
FIG 1.—Dimensions of Dclos Unít 
F i g . V . 6 . 1 
El cá l cu lo de un dolo se l leva a cabo in t roduc iendo una s e r i e de s imp l i f i cac iones 
en su sus tentac ión y ca rgas que sopo r ta , que en p r i n c i p i o resu l t an d i f í c i l e s de p revee r 
ya que un dolo puede se r golpeado acc identa lmente por o t ros dolos que se desplazan -
durante una tempestad. Los elementos que cons t i tuyen un dolo t ienen excelentes c a r a c -
t e r í s t i c a s para en t re l aza rse y po r tan to , una h ipó tes is bastante común (Ref [ 3 9 ] , ) -
es que el dolo queda f i rmemente empotrado a lo l a rgo de una de las ca ras la te ra les de= 
una de las cabezas según se ind ica en la F i e . V . 6 . 2 , en la que se ha representado es 
quematicamente el do lo . 
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FIG. 3.—Dolos ¡n Posrt ion as S h o w n (Sl ight ly Uplr f ted) and Hit by Another Dolos 
A long One of T w o Direct ions 
F i g . V . 6 . 2 
Supondremos que la pa r te cen t ra l queda en pos ic ión h o r i z o n t a l , que la cabeza -
hor i zon ta l queda empotrada a lo la rgo de su ca ra la te ra l y la segunda cabeza, quedará 
en pos ic ión v e r t i c a l , l igeramente e levada, po r lo que no habrá reacc iones sobre e l la -
durante una tempestad, o t ros dolos pueden go lpear el ext remo supe r i o r de estos do los , 
en cua lqu ie ra de las d i r ecc iones most radas en la F i g . V . 6 . 3 . 
Los es fue rzos o r ig inados po r el p rop io dolo y las acc iones e x t e r i o r e s han de se r 
r es i s t i das po r la cabeza .conectada r íg idamente al sopo r te . Las fuerzas que actúan s o -
b re la secc ión se rán : 
* 
1 P e s o del do lo . 
2 . - Momentos f l e c t o r e s debidos al cue rpo cen t ra l y a la cabeza v e r t i c a l . 
R E S U L T A D O S V . 6 
3 . - Momentos f l e c t o r e s ó t o rs iones debido a los golpes de o t ros dol OS • > . 
Puesto que el dolo admite dos planos de s imet r ía y la mayor pa r te de las ca rgas 
actuantes no a l t e r a n esta s í m e t r i a , es pos ib le es tud ia r la cuar ta pa r te del do lo , cuya 
d i s c r e t i z a c i ó n se encuentra en las páginas s igu ien tes . F ina lmente se inc luye una sali_ 
da del p rograma con ind icac ión de los nodos c r í t i c o s resu l tan tes de la d i s c r e t i z a c i ó n . 







**K**CATALOGO DE. NODOS CRITICOS***** 
NODO NOCRI 
1 4 .0308 -1.3330 .3303 .3300 .9950 .0300 . 1333 .3330 .3300 4 43.3333 
44 2 .8003 -1.3333 .0030 .0330 .9383 .0303 -.4495 .0333 .0003 443.0000 
42 3 .3333 -1.3333 .3333 .3333 .9972 .3333 -.3754 . £333 .3330 413.3333 
13 4 .3333 -1.3333 .0333 .3333 1.3333 .3333 -.3333 .3303 .0333 4 4 3.0333 
44 5 .3330 -4.3330 .3333 .3333 .9987 .3333 .3533 .3333 .3333 443.3333 
47 ó .0333 -4.0333 .0303 .0333 .9572 .0333 .2394 .0333 .0033 413.0330 
22 7 .3333 -1.3330 .3333 .3303 .9888 .3330 -.4495 .3330 .3330 4 43.0339 
23 8 .0030 -4.3303 .0030 .0033 1.0330 .0003 .0303 .0333 .0033 4 43.0330 
24 9 .8330 -1.3333 .0333 .3333 .9981 .3330 .3618 .3300 .3330 413.0330 
34 40 .0333 -1.3333 .3300 .3303 .9890 .0030 - . 4434 .3333 .0330 413.0039 
35 41 .3333 -4.3330 .3333 .3333 .9972 .3330 -.3747 .3333 .3330 143.3330 
36 12 .3333 -4.0333 .0330 .0030 4.0300 .0333 -.0333 .0330 .0303 113.0333 
37 13 .3333 -1.3330 .3330 .0330 .9987 .3333 .3538 .3333 .3333 413.3330 
33 14 .3333 -4.0303 .0030 .3003 .9949 .0000 . 40 4 4 .0333 . 3333 113.0003 
43 15 .3333 -4.3333 .0330 .3333 .9893 .3330 -.4484 .3333 .3330 4 13.3330 
44 16 .0333 -1.0333 .0000 .0000 1.0000 .0033 .3333 .3333 .8030 413.0333 
45 17 .3330 -4.3333 .3330 .3333 4.3330 .0363 -.3333 .3330 .3333 4 43.3333 
55 48 . .0333 -4.0303 .0333 .3030 . .9965 .0033 -.0340 .0333 .0338 443.0303 
56 19 .3333 -4.3333 .3333 .3333 .77 93 .3333 -.6266 . 3333 .3333 4 43.3333 
57 23 .0333 -4.3333 .0333 .0033 4.0003 .0030 -.e033 .0333 . 0333 443.0339 
58 21 .3333 -4.3330 .3333 .3333 .9972 .3330 -.3749 .3330 .3330 413.3303 
63 22 .8333 1.3333 .3330 .3033 .9965 .0333 -.0340 .0333 .3003 443.0333 
64 23 .3333 -1.3330 .3330 .3333 4.3330 .3333 .3333 .3333 . 3033 4 43.3333 
65 24 .0330 -4.0300 .0000 .0033 4.0303 .0000 .0033 .0030 .0333 443.0303 
72 25 .3330 -4.3333 .3330 .3000 .0856 .3330 .9963 .3330 .3333 4 43.3303 
74 26 .0333 . -4.0333 .0033 .0330 4.0000 .0033 -.3333 .0333 .0033 443.0333 
75 27 .3333 -4.3333 .3333 .3333 4.3333 .3333 -.3333 .3333 .3333 1 43.3308 
76 23 .3333 .-4.0333 .0300 .3330 1.0033 .0333 .0030 .3333 .0330 443.0030 
81 29 .3333 -4.3333 .3330 .3333 1.3333 .3333 .3333 .3383 .3333 413.0300 
82 33 .0333 -4.0333 .0333 .0033 • 1.0330 .0000 .3333 .3030 .0333 143.0333 
83 31 -1.3333 .3330 .3333 .3330 .3333 -.8551 -.5484 .3333 .3330 413.3033 
84 32 -1.0333 .0000 .0330 .3303 .0030 -.8785 -.4777 .0030 .3033 443.0030 
85 33 -1.3330 .3330 .3330 .3330 .3330 -.9376 -.4198 .3330 . 3333 443.3330 
86 34 -1.0330 .3330 .0330 .8003 .0003 -.7074 .7371 .0033 .0093 143.0333 
87 35 -1.3333 .3333 .3330 .3333 .0303 -.3333 1.3330 .3330 . 3333 113.3330 
83 36 -1.3303 .0333 .0330 .0330 .0003 -1.0333 .0033 .0330 . 3333 143.0333 
S9 37 .3333 -1.3330. .3333 .3333 -4.3333 .3333 .3333 .3333 27.3333 223.3380 
93 33 .0330 -4.3333 .0330 .0330 -1.0003 .0300 • .3333 .0333 27.0333 223.0333 
94 39 .3333 -1.3330 .3330 .0303 -4.3333 .3333 .3333 .3333 28.3333 223.3333 
92 40 .0333 -1.0030 .0300 .0300 -4.0330 .0000 .0333 .6303 28.0033 223.0330 
93 44 -1.3333 .3333 .0030 .3333 .3333 -1.3333 .3333 .3330 37.3333 223.3303 
94 42 -1.0333 .0333 .0333 .0303 .0330 .0330 1.3033 .3333 . 0333 143.0033 
95 43 -1.3333 .3333 .3333 .3330 .3333 -.9381 -.3464 .3333 .3333 443.3303 
96 44 -4.0333 .3300 .0333 .0033 .0033 -.9376 -.4193 . 8033 .0333 413.0033 
97 45 -4.3333 .3333 .3333 .3330 .0333 -.9376 -.4198 .3333 . 3333 113.3333 
93 46 -4.0333 .3333 .0009 .0033 .0333 -.8770 -.4905 .0030 .3330 143.0303 
99 47 -4.3333 .3330 .3330 .3333 .3033 -.9283. -.3718 .3330 .3333 4 43.3333 
400 48 -4.0333 .3330 .0030 .3330 .3333 -.9304 -.3673 .0330 . 6333 413.0303 
494 49 -1.3333 .3030 .3330 .3333 .3330 -.8535 -.5213 .3333 . 3333 113.3333 
402 50 .0303 -1.0300 .0000 .3333 4.3330 .0000 -.0033 .3333 . 3833 413.0033 
135 54 -4.3338 .3030 .0300 .3330 .3330 -.9763 -.2176 .3333 .3533 113.3333 
406 52 -1.0003 .0330 .0003 .0033 .0333 -.9560 -.2933 .0003 . 3330 1 43.0303 
137 53 -4.3333 .3330 .3333 .3033 .3330 -4.3333 .3333 .3333 37.3330 223.3303 
408 Sh .0333 -1.0333 .0000 .0333 1.0333 .0033 -.0333 .0333 .3330 113.0330 
4S9 55 .3333 -1.3033 .3330 .3333 1.3333 .3330 .3333 .3333 .3333 1 í3.3330 
415 56 -4.0033 .0333 .0300 .0000 .0033 -4.3333 .0333 .0033 .3330 413.0033 
446 57 -4.3333 .3330 .3330 .3333 .3303 -4.3333 .3333 .3333 .3333 » 113.3333 
447 58 -1.3333 .0333 .0333 .0330 .0333 -1.0033 .0333 .0333 .3333 113.0333 
418 59 -1.3300 .3333 .3333 . 3333 .3330 -4.3333 .3333 . 3330 .3333 113.3333 
149 60 -1.0303 .0033 .0333 .0333 .3330 -4.0333 .3330 .3333 44.3333 223.0003 
423 61 .3333 -1.3333 .3333 .3333 1.3333 .3333 .3333 . £333 .3330 143.3330 
424 62 .0333 -1.0333 .0333 .0330 1.3303 ' .0033 .3333 .3333 .3333 113.0303 
122 63 .6333 -1.3333 .3333 .0333 1.3333 .3330 .3333 .3330 .3333 113.3303 
123 64 .0333 -1.0003 .0330 .0300 .7418 .0030 -.6707 .0333 .0333 443.0003 
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.0000 - i .0000 .0009 .0000 .7418 .0000 .6797 .9999 .0909 113.0093 
,£003 - i .0000 .0000 .0000 . 34S9 .0000 -.9383 .0308 .8330 113.3603 
0309 .0000 .0000 62.0000 .0000 .0000 .0009 .0033 .830010333.0098 
0300 .0300 .0000 62.3003 .0000 .0300 • SSS0 .3200 .6366'.6632.3S33 
0000 .0000 .0003 . 1000 68.3033 .0000 .0003 .9030 .000318132.9330 
3S80 .0003 .0000 .0000 .0000 -1.0000 . 3003 .0380 .0663 113.66B3 
6090 .0000 .0009 .0000 .0000 -1.0000 -.0000 .0090 . 0O33 113.9300 
0008 .0003 .0000 .0030 .0003 -1.0000 .0003 .0030 .3668 113.9G3Q 
0000 - i .0000 .0000 .0000 -1.0000 .0000 .0000 .9333 48.6323 223.0033 
0000 - i .0000 .0000 1.0003 .0330 .0600 .6333 .0303 113.6663 
0000 - i .0000 .0000 .0000 1.0000 .0003 -.0000 . 0030 .0003 113.O3O0 
6003 - i .0333 .0003 .0003 .7418 -.6707 .0330 .6663 113.3363 
0000 - i .0000 .08G3 .0033 .9605 .0093 .2783 .0309 .0300 113.0333 
0030 - i .0000 .0000 . 0003 .9389 .3000 -.3443 .6300 .£•383 1 i 3.6600 
0000 - i .0000 .0000 .0000 .8944 •. 0033 -.4472 . 0003 .0003 113.0003 
G000 - i .0000 . 0030 .0300 .8944 . 0300 -.4472 . 3330 .6003 113.6603 
6333 - i .0300 .0000 .0000 .8944 .0003 -.4472 . 6309 .0303 113.0003 
0000 - i .0000 .0000 .0000 .5447 .0303 -.8386 . 6333 .6063 113.8003 
0000 - i .0000 .0000 .0000 .7071 .0003 .7071 .0000 .0003 113.0009 
0S00 - i .0000 .0000 .G000 .7071 .6363 .7071 .3600 .3330 113.3683 
0000 . 0303 .0090 .2009 50.3003 .0003 .3323 .9300 .000010132.0033 
0000 .0000 . 0000 .2000 50.3000 .6300 .0303 .0000 .606010132.6330 
0000 .0000 .0000 53.2000 50.3003 54.3003 .0003 .0000 .000010232.0000 
0-303 - i .0300 .0000 . 0300 -1.0OG3 .0000 .0333 .6300 56.6365 223.6360 
0300 - i .0000 .0030 .0309 -1.0000 .0903 .0033 .0030 50.0303 223.0039 
0033 - i .6000 .0000 .0300 -1.0000 .3000 - .£630 .3333 • 48.6333 222.3330 
0003 .0000 .0000 53.0000 .0000 .0003 .0003 . 6000 . 600010033.0033 
0300 .0030 .0000 . 1000 54.3300 .6303 .6300 . 6339 .6306 13132.6663 
, 0003 .0009 .0000 .0000 .0300 -1.0903 .0309 .0003 .0300 113.0033 
,0053 .0303 .0003 1.0000 .0000 . 0003 .6000 1.6363 .6£3e26631.36S3 
,0000 .0000 .0000 1.0000 .0000 .0000 .0000 1.0333 .630020031.G30S 
,0000 .0000 .0003 1.0000 .0003 .0000 .0030 1.3330 .£¿5323031.3603 
.0000 .0300 .0006 .6000 .0003 -.9983 -.0640 .0030 .0000 113.0333 
,0000 .0008 .0000 .0000 .0003 -1.0000 .3030 .6330 .6623 112.6663 
,0300 .0000 .0000 .0000 .0000 -.9972 -.0749 .0030 . 0033 113.0030 
,0003 .0000 .0000 59.0000 .0003 .6060 .0300 .6060 .660313333.6060 
.0033 .0003 .0003 .2003 60.3039 .9093 .0999 .8303 .003018132.0033 
.0330 .0300 .0000 .0800 .0000 -1.0000 .6000 .6603 .6663 113.603B 
.0000 .0000 .0000 59.0000 .0000 .0000 .0003 .0300 .000018033.0000 
.0000 .0300 .0000 59.0000 '.0003 .0003 . 6663 .6303 .660310333.6063 
. 0000 .0000 .0309 .2000 67.3030 .0000 .9009 .0003 .300010132.9933 
.0033 .0000 .0000 . 0000 .6000 -.9990 -.3451 .6603 . 6003 113.6603 
.0000 .0300 .0000 .0003 .0000 -1.0003 .0030 .0003 .0003 113.0390 
.0008 .0300 .0300 .0003 .0000 -.4078 .9131 .3563 .6603 113.6333 
.0000 .0000 .0090 62.0000 68.0000 .9090 .0000 .0803 .000310132.0033 
.0000 .0000 .0Q00 62.0300 .0000 .3003 .6330 . 6333 .666316333.0660 
.0000 .0000 .0000 .0000 .0000 -.9890 -.1481 .0003 .0033 113.0333 
.0000 .0030 .0000 .0000 .0000 -1.3000 .6000 . .6303 .6633 113.0000 
.0003 .0000 .0000 1.0000 .0003 .0003 .0033 1.9003 .030029031.0333 
.0303 .0303 .0000 1.0000 .0300 .6000 .3333 1.6333 .666323331.3063 
.0003 .0000 .0000 69.0000 .0000 • .0000 .0000 .0039 .0030 ¡0033.0000 
. 0003 .0000 .0300 .0000 .0383 -.9688 - . 1495 .6330 .6603 113.6063 
.0000 .0,000 .0009 .0900 .0003 -.9943 -.1064 .0303 .3003 113.9330 
.SSG3 .0000 .0003 .0000 .0000 -1.0003 . 3330 . 6333 .0603 113.6603 
.0030 .0000 .0000 .0000 . 0000 -.9943 . 1064 .6000 .6003 113.0300 
.0009 .0003 .0000 . 1000 75.3003 .0303 .0003 .3333 .666313132.6633 
.0000 .8900 .0000 69.0000 .9000 .9909 .0399 .0000 .800313233.0003 
.0080 .0000 .6000 .6000 .0000 -.9888 1495 .6366 .6639 113.3630 
.0000 .0000 .0000 .0000 .0030 -1.0900 .6300 .6000 .0003 113.9330 
. 0003 .0000 .0800 . 1000 75.O000 .0300 .0303 .6030 .660013132.3000 
.0500 . 0030 . 0000 69.0000 .8000 .9030 .0003 .9000 .000310833.0000 
.6630 .0033 .0033 69.0300 .0000 . 60G3 .0033 .6280 .5663 ',6033.6800 
.0000 .0000 .0000 .0000 .0000 -.9838 - . 1495 .060-3 113.0033 
.0060 .0000 .0003 .3300 .0003 -.9943 - „ 1364 .0363 .6663 113.6633 
.0000 .0000 .0000 .0000 .0003 -1.9033 .9909 .0009 .0003 113.0303 
.oaaa .G3S0 .Ü3S0 . .0008 .G0C0 -.9943 . 1364 .3630 .6633 115.3SG3 
- IN CONTkOL I10DE 
V . 7 . - C I L I N D R O CON F I S U R A 
Con el ob jeto de ca l cu las el f ac to r de concen t rac ión de tensiones en un c¡ -
l i nd ro con una g r i e ta se ha pasado este e jmp lo , cons iderándo lo como un caso a x i s i -
m é t r i c o , somet ido a una carga ax i l de v a l o r 1000, y con una f i s u r a e x t e r i o r de l on -
g i tud igual a 1 /3 del espesor del c i l i n d r o y evidentemente a x i s i m é t r i c a . 
En un mater ia l con f i s u r a , la d i s t r i b u c i ó n general de tensiones es del t ipo 
( B r o c k 1978). 
N 
1 * /ex r (n-1 ) / 2 _ _ , c = f ( 6 ) + z r f . . - V . 5 . 1 
i j i— o i j n i j y r n=1 
exp res ión que rep resen ta un d e s a r r o l l o en s e r i e de potenc ias de la d is tnac ia r cu -
yos coe f i c ien tes dependen de la d i r e c c i ó n cons iderada a t r avés del ángulo 
La c a r a c t e r í s t i c a más destacada de este d e s a r r o l l o es la ex is tenc ia de un= 
té rmino s i ngu la r en r 2 , que se rá el que domina la d i s t r i b u c i ó n de tens iones, para 
va lo res pequeños de r , es d e c i r en las p rox imidades del borde de la f i s u r a . En -
esa zona, por tan to , podr ían d e s p r e c i a r s e los res tan tes t é rm inos , con lo que las -
tensiones uqedar ian reduc idas a 
»'J v o»j 
V . 5 . 2 
Las func iones f son un i ve rsa les y pueden v e r s e por ejmplo en Val iente, 
o i j 
Cent rándonos en el caso de un c i l i n d r o con g r i e ta e x t e r i o r ( F i g . V . 7 . 1 ) la = 
d i s t r i b u c i ó n de tensiones en la d i r e c c i ó n de la g r i e ta queda 
o = KjJlttr 
z 1 V . 7 . 3 
donde K^ es el f ac to r de concen t rac ión de tensiones que v iene def in ido para este ca 
so por Venthern y K o i t e r (1973), en la fo rma 
K = OJTT (D - d) — ( d / D ) " 3 / 2 ( 1 + i d / D + 3 / 8 ( d / D ) 2 -
1 2 / T 
- o . 3 6 3 ' ( d / D ) 3 + 0 .731 ( d / D ) 4 ) V , 7 4 . 
En el caso que nos ocupa los v a l o r e s an te io res son: 
d = 180 D= 240 = 1000 
y ap l i cándo los a la exp res ión a n t e r i o r se obt iene K^ = 12436.2 . 
E l cá l cu lo mediante el método de los elementos de contorno se ha rez l i zado 
con la d i s c r e t i z a c i ó n que se ind ica en la F i g . V . 7 . 2 y los resu l tados per t inentes= 
en la F i g . V . 7 . 3 . 
F i g . V . 7 . 1 
Cara sometida a t r a c c i ó n 
r 
1». 
F i s u r a 
N l M M i l M U 1 1 1 \ H U U » M \ \ M 1—i—l—<—i— 
Las tens iones en los 10 p r i m e r o s nodos más cercanos a la f i s u r a son: 
NODO r c z 
o v / 2 7v r 
z v 
1 1 ,5 6431,11 19743,38 
2 4 , 5 2877,3 15299 
3 7 , 5 2335,8 16171,82 
4 10 ,5 2000,5 16248,87 
5 13 ,5 1817,009 16734,46 
6 10 ,5 1667,20 16973,35 
7 13,5 1563,62 17307,66 
8 22 ,5 1483,05 17633,44 
9 2 5 , 5 1418,314 17948,83 
10 2 8 , 5 1270,71 18332,97 
Ext rapo lando los resu l tados a n t e r i o r e s y ca lcu lando el f ac to r de concen t ra -
c ión de tensiones se obt iene K^ = 13886 f observándose su f i c ien te aprox ima i -
c ión a pesar de la re la t i vamente g r o s e r a d i s c r e t i z a c i ó n u t i l i z a d a . 
V I . - C O N C L U S I O N E S Y P O S I B L E S E X T E N S I O N E S 
V I .1 . - R E S U L T A D O S Y C O N C L U S I O N E S 
Se ha d e s a r r o l l a d o la fo rmu lac ión de un método numér ico de c á l c u l o , desde el 
punto de v i s ta de los métodos va r i ac i ona les en espacios de Sobo lev , que permi te in -
t e r p r e t a r l o como un método h íb r i do en t re los aprox imados , así como es tab lecer las -
af in idades y d i f e renc ias con o t ros métodos numér icos (Elementos F i n i t o s ) . 
Se ha presentado la fo rmu lac ión y aná l i s i s numér ico completos del Método d é -
los Elementos de Contorno en e las t i c idad a x i s i m é t r i c a , así como una extens ión de e s -
te problema al caso p l á s t i c o , que cons t i tuye el p r i m e r t ra tamien to cons is ten te con el -
p lanteamiento i n i c i a l . 
Se ha d e s a r r o l l a d o también una nueva fo rmu lac ión de paso al con to rno de la in 
tegra l de fue rzas de volumen y pretensado en el caso t r i d imens iona l y a x i s i m é t r i c o . 
Se ha planteado y resue l to un método e fec t i vo de sub reg iona l i zac ión y t ra ta -
miento de i n t e r f a s e s , que permi te la reso luc ión de medios de con to rno e lás t i cos y he -
terogéneos a t r o z o s . 
As imismo se han resue l t o , con la máxima genera l idad las d i f e ren tes c o n d i c i o -
nes de con to rno que se pueden p resen ta r en la reso luc ión de un prob lema t r i d imens io 
na l , mediante el método que nos ocupa. 
Se ha d e s a r r o l l a d o también una modi f i cac ión del método del g rad ien te c o n j u -
gado, para la reso luc ión de s istemas de ecuaciones l i nea les , que permi te la u t i l i z a -
c ión ópt :ma de éste en el caso del método de los elementos de con to rno . 
P o r ú l t imo se han implementado dos p rog ramas de o rdenado r , uno para el caso 
a x i s i m é t r i c o en e las t i c i dad l i nea l , (P rograma A X I E ) que co r responde a un programa= 
elemental y v e r s á t i l ( * 550 s tenc ias F O R T R A N ) , que permi te la extens ión s imple en= 
casos más comple jos (caso p lá t i co ) , y un p rograma t r i d i m e n s i o n a l ( F E C E T ) ( - 10000 
sentencias F O R T R A N ) , con las s igu ientes c a r a c t e r í s t i c a s : 
- Rea l iza un t ra tamien to espec ia l i zado de la e s t r u c t u r a de da tos , mediante un 
método de s imu lac ión de Memoria V i t u a l , al que se ha denominado Método de las A r e a s 
Bu f fe r Mú l t i p l es , y que permi te la reso luc ión de cua lqu ie r problema s in l im i tac iones , 
haciendo uso de un tamaño de memoria v a r i a b l e y f i j ado por el u s u a r i o . 
- Posee una o rgan izac ión de la ma t r i z y del montaje de las constantes de inte 
g rac ión en el s is tema de ecuac iones, u t i l i zando las d i s t i n tas condic iones de con to r -
no, que co r responde a la búsqueda del ópt imo de esta o rgan izac ión tanto en lo que se 
r e f i e r e al montaje en s í , como a la p o s t e r i o r reso luc ión del s is tema. 
I 
- U t i l i z a el método del g rad iente conjugado como unaher ramienta especia lmen 
te indicada pa ra la reso luc ión de s istemas de ecuaciones muy d i spe rsas pe ro a lmace-
nadas en forma compacta. 
P o r ú l t imo se han presentado una s e r i e de resu l tados co r respond ien tes a p r o 
blemas t ipo que ava lan la potencia y exac t i tud tanto de la fo rmu lac ión y aprox imac ión 
numér ica p resen tadas , como de los p rogramas d e s a r r o l l a d o s para su r e s o l u c i ó n . • 
E n t r e las conc lus iones que se pueden des tacar en este t raba jo se encuentran: 
- El p rograma t r id imens iona l presentado rebasa los l ími tes es tab lec idos -
usualmente para la de f i n i c i ón de " p r o g r a m a s académicos" permi t iendo a f i r m a r que -
sus ap l i cac iones i ndus t r i a l es pueden se r ampl ias e impor tan tes . 
- El p roceso de subreg iona l i zac ión seguido hace que el p rograma resu l te pa_r 
t i cu la rmente apto para su ap l i cac ión a t e r r e n o s , ya sea para la reso luc ión de estruc_ 
t u r a s , como para el estud io de la i n te racc ión t e r r e n o - es t r uc tu ra en c imentac iones= 
s u p e r f i c i a l e s . Ad ic iona lmente , la conocida apt i tud del método para el t ra tamien to de= 
medios i n f i n i t os permi ten también j u s t i f i c a r lo a n t e r i o r . 
F ina lmen te , puede d e c i r s e , que con este p rograma se abre " y a de f i n i t i vamen-
te " el camino para que el método de los elementos de con to rno deje de a p l i c a r s e ex -
e lus ivamente a prob lemas s imp les , con una d i s c r e t i z a c i í n l im i tada , pa ra c o n v e r t i r s e 
en un compe t ido r , a la misma a l t u r a , de p rog ramas más genera les de Elementos Fini_ 
tos como S A P I V , A S K A ó STRUDL en su ap l i cac ión a prob lemas t r i d imens iona les . 
La e lecc ión de una u o t ra a l t e rna t i va dependerá en cada caso de la na tura leza 
del problema a r e s o l v e r (fundamentalmente de la re l ac ión con to rno - dominio) y del -
t ipo de in fo rmac ión que se requ ie ra (todo el domin io , só lo el con to rno , una pa r te r e -
ducida del domin io , t e c . ) . 
En cuanto al p rograma a x i s i m é t r i c o , aun siendo un p rograma de t ipo académj_ 
co , ha pe rm i t i do cons ta ta r el hecho de que en la mayor ia de los casos el método vuej_ 
ve a se r compet i t i vo con Elementos F i n i t o s tanto en cuanto a t iempo, como a memoria 
r e q u e r i d a . ' 
V I . 2 . - A P L I C A C I O N E S Y DESARROLLO F U T U R O 
Ya se han apuntado en el ep ígra fe a n t e r i o r algunas de las ap l i cac iones más -
c a r a c t e r í s t i c a s en las que puede ap l i ca r se cada uno de los p rogramas p resen tados , -
si b ien , para r e s u m i r , podr ía d e c i r s e que el campo de ap l i cac ión responde a cual -
qu ie r problema t r id imens iona l heterógeneo a t r ozos e isótopos que t raba je en el cam 
po e l á s t i c o , p rác t icamente s in r e s t r i c c i o n e s de tamaño, cond ic iones de contorno o -
geomet r ía . 
En cuanto al p rograma a x i s i m é t r i c o t iene un campo de ap l i cac ión más r e d u c i -
do, no solo por la espec ia l i zac ión p rop ia que posee, s ino por el p rograma en sí que= 
presenta r e s t r i c c i o n e s en cuanto a tamaño, y sobre todo homogeneidad del só l i do . 
El d e s a r r o l l o f u t u r o , por o t ra pa r te puede se r contemplado desde d i fe ren tes 
aspectos . Desde el punto de v i s ta Matemático se hace necesar io un aná l i s i s r i g u r o s o 
del e r r o r comet ido en cada una de las fases del p roceso , así como un estudio de las 
prop iedades de la ma t r i z del s istema y de la convergenc ia del método. 
En cuanto a la aprox imac ión numér ica una extensión inmediata se r ía la u t i l i -
zac ión de elementos s tandard , con ma t r i ces ya de f i n idas , que permi tan la genera l i -
zac ión de esta t ipo logía e lementa l , al igual que o c u r r e en elementos f i n i t o s . 
El p roceso de in teg rac ión adolece aún de un estudio de pos ib i l i dades que pe_r 
mitán l l ega r a una aprox imac ión v a r i a b l e con la máxima e f i c i e n c i a . As imismo ser ía -
necesar io un estudio de conve rgenc ia , y comparac ión para l l egar al ópt imo. t 
En cuanto el aná l i s i s de condic iones de contorno está aun a b i e r t o , p a r a mejo_ 
ras ad ic iona les en cada uno de los d i s t i n tos casos que pueden p resen ta r se y que se= 
han r e s u e l t o . 
P o r ú l t imo el método de reso luc ión empleado neces i ta r ía un aná l i s i s de e r r o r = 
y mejora para una mejor adaptación al caso p a r t i c u l a r del método aquí p ropues to . 
Desde el punto de v is ta de campos de ap l i cac i ón , cabe espe ra r la ampl iac ión a 
leyes de comportamiento no l inea les (p las t i c i dad , v i s c o e l a s t i c i d a d , etc) s iendo éste -
el campo actualmente en estudio y presumib lemente de pronta r eso luc i ón , a pesar de= 
los prob lemas numér icos y de p rog ramac ión que aún presenta (aumento de la dimen -
s ión del p rob lema, d i s c r e t i z a c i ó n e i n teg rac ión en el domin io , e tc ) . As imismo la in -
t roducc ión de cond ic iones de an iso t rop ía es también un campo en es tud io , si b ien se= 
han conseguido ya algunos resu l tados en este cabe en este sent ido d e c i r que en el De 
partamento de E s t r u c t u r a s ya se está d e s a r r o l l a n d o la con junc ión de ambos p rob le -
mas con el objeto de un ópt imo t ra tamiento del compor tamiento en nudos, s iguiendo -
los t r aba jos rea l i zados en este campo por P r e v o s t , Mroz y Desai u t i l i zando el Méto-
do de Elementos F i n i t o s . 
Se hace necesar ia también la ampl iac ión al caso d inámico , campo en el cual = 
es destacable la f ac i l i dad y apt i tud del método para r e s o l v e r l o , según han indicado -
los resu l tados 
As im ismo, se r ía muy ú t i l el consegu i r el acoplamiento Elementos F i n i t o s -
Elementos de Con to rno , con el objeto de ap rovechar las venta jas de ambos en p rob le 
mas p a r t i c u l a r e s , como podr ían ser las e s t r u c t u r a s en te r radas en las que el t r a ta -
miento del medio i n f i n i t o mediante el M . E . C . p e r m i t i r í a obtener una so luc ión de t eh -
s iones y movimientos en el con to rno de la e s t r u c t u r a , que podr ían c o n s i d e r a r s e c o -
mo cond ic iones de con to rno para un estudio.más deta l lado de c i e r t a s pa r tes de és -
ta , mediante elementos F i n i t o s . 
En cuanto al caso a x i s i m é t r i c o se r ía conveniente un d e s a r r o l l o análogo al d e -
s a r r o l l a d o en el capí tu lo I I en e las t i c idad para el caso p l á s t i c o , s igu iendo la fo rmu -
lac ión esbozada en I V . 4 , así como la implementación de un programa que s iguiendo d_i_ 
cha fo rmu lac ión p e r m i t i e r a la reso luc ión de prob lemas en el d icho campo. 
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A l . - E C U A C I O N E S QUE R I G E N EL C O M P O R T A M I E N T O E L A S T I C O 
Son b ien c o n o c i d a s de t o d o s , las ecuac iones fundamenta les que d e f i n e n el -
c o m p o r t a m i e n t o e l á s t i c o de un m a t e r i a l . P o r e l l o , es te e p í g r a f e se l i m i t a r á a r e a l i -
z a r una b r e v e , p e r o n e c e s a r i a , e x p o s i c i ó n de es tas e c u a c i o n e s , as í como a r e c o r -
d a r los t e o r e m a s de B e t t i que como se i n d i c ó son la base del método p r o p u e s t o . 
- E c u a c i o n e s de e q u i l i b r i o en t e n s i o n e s p a r a el caso e s t á t i c o . 
E n el dom in io en es tud io ft : 
a + X = 0 en fi Al .1 
¡ j » j ' 
donde a es el t e n s o r de t e n s i o n e s , X . son las f u e r z a s p o r un idad de v o l u m e n , y la 
U 1 
s i g n i f i c a d e r i v a d a . 
E n el c o n t o r n o de l d o m i n i o . 
t = a n e n S í í A l . 2 
i j» j 
donde t son las componentes de l v e c t o r t e n s i ó n en un p lano con no rma l de componen -
i 
t es n . . 
J 
- R e l a c i o n e s de c o m p a t i b i l i d a d . • 
C o n s i d e r a m o s la t e o r í a l i nea l de pequeñas d e f o r m a c i o n e s , p o r tan to la r e l a -
c i ó n e n t r e d e s p l a z a m i e n t o s y d e f o r m a c i o n e s v e n d r á dada p o r el t e n s o r de C a u c h y . 
e . . = i (u. . + u . .) A l . 3 
U i . J J , i 
donde e es el t e n s o r d e f o r m a c i ó n p a r a pequeñas d e f o r m a c i o n e s y u es el v e c t o r 'J ¡ 
de mov im ien tos en el punto c o n s i d e r a d o . 
E n cuan to a la e c u a c i ó n de c o m p a t i b i l i d a d en d e f o r m a c i o n e s puede p l a n t e a r -
se como 
e + e - e - G = 0 A l . 4 
i j» k l k l , i j i k , j l j l , i k 
- Ley de c o m p o r t a m i e n t o . 
P a r a el caso e l á s t i c o , vamos a s u p o n e r que el m a t e r i a l es homogeneo e i s ó -
t r o p o p o r lo que la r e l a c i ó n t e n s i ó n - d e f o r m a c i ó n puede p l a n t e a r s e a p a r t i r de la - , 
ecuac ión de Lame, como 
a = e + 2 G e en & A l . 5 
i j ¡ j kk i j 
donde X y G son las c o n s t a n t e s de Lame . 
Una f o r m a más p r e c i s a de e x p r e s a r es ta r e l a c i ó n es a p a r t i r del t e n s o r de= 
c u a r t o o r d e n de H o b k e , que r e l a c i o n a las t e n s i o n e s y d e f o r m a c i o n e s en la f o r m a : # 
IJ i j k l k l 
s i endo 
¡ j k l I j k l V i k j l ; ¡I j V A , ' b 
P o r o t r o l a d o , la r e l a c i ó n i n v e r s a de d e f o r m a c i o n e s en f u n c i ó n de las t e n s i o 
nes se puede e x p r e s a r como: 
e = — 1 6 _ i a 6 _ en fi A l .7 
U 2G U 2G (3 X + 2G) k k U 
- C o n d i c i o n e s de c o n t o r n o . 
E n g e n e r a l todo med io c o n t i n u o en e l a s t o p l a s t i c i d a d , puede e s t a r somet ido a 
unas c o n d i c i o n e s de c o n t o r n o en mov im ien tos u. = u en una c i e r t a zona de c o n t o r n o = 
i i 
Sfi , y a unas t ens i ones c o n o c i d a s t = t en o t r a zona Sfi . N a t u r a l m e n t e , p a r a = 
u i i t 
que el p r o b l e m a es té b ien d e f i n i d o , 5 f i U ó f i = ó f i , donde 6 fi es el c o n t o r n o = 
u t 
del dom in io t o t a l . 
- Ecuac ib r r . de e q u i l i b r i o erx m o v i m i e n t o s . 
Muchas veces se p r e f i e r e p l a n t e a r el p r o b l e m a e l á s t i c o , en mov im ien tos en= 
vez de t e n s i o n e s , p a r a lo cua l es n e c e s a r i o u t i l i z a r la e c u a c i ó n de e q u i l i b r i o en -
f u n c i ó n de los m o v i m i e n t o s , tamb ién denominada e c u a c i ó n de N a v i e r , y d e f i n i d a en = 
la f o r m a s i g u i e n t e : 
J u + u + - - - X = 0 en 8 A 1 .8 
1 - 2 v G 
ó en f o r m a m a t r i c i a l 
(X + G) v (v u) + G v u + X= 0 en S2 Al .9 
donde v es el o p e r a d o r y V el o p e r a d o r l a p l a c i a n o . 
E s t a e x p r e s i ó n se sue le pone r tamb ién en f u n c i ó n de un so lo v e c t o r denomina 
do v e c t o r de G a l e r k i n ; del que d e r i v a n los mov im ien tos en la f o r m a s i g u i e n t e : 
u = X 
i i , kk 
1 
2 (1 - v ) 
— X 
k , i k 
Al .10 
S u s t i t u y e n d o es ta e x p r e s i ó n en la e x p r e s i ó n de N a v i e r se puede ob tene r 
i > k k j j 
Al .11 
o en f o r m a m a t r i c i a l 
4 * 
v X = — 
G 
s iendo X el v e c t o r de G a l e r k i n . 
- T e o r e m a de B e t t i . 
V i e n e d e f i n i d o p o r la e x p r e s i ó n 
X u d ft + 
• n 
* u t ds = 
6 (2 
X u d fi + * t u ds A l . 1 2 
6 ft 
donde ( u * , t * , es un s i s tema c u a l q u i e r a que va a d e f i n i r las c a r a c t e r í s t i c a s del 
método de s o l u c i ó n u t i l i z a d o , y que p a r a el c a s o p a r t i c u l a r del método de los e le -
mentos de c o n t o r n o toma la f o r m a de la s o l u c i ó n de mov im ien tos y t ens i ones c o r r e s 
pond ien tes a la s o l u c i ó n de K e l v i n en un pun to del s ó l i d o i n f i n i t o . 
A l I .1 A L G U N A S P R O P I E D A D E S DE L A S F U N C I O N E S DE L E G E N D R E 
Las f u n c i o n e s de L e g e n d r e son las s o l u c i o n e s de la e c u a c i ó n de L e g e n d r e 
d ^ w , 2 7 dw r U T 
(1 - z ) - - - 2z + [ v ( v + 1) - - - - - - - . ] w = 0 A l l . 1 . 1 
d z dz 1 - z 
E x i s t e n dos s o l u c i o n e s l i nea lmen te i ndepend ien tes p a r a es ta e c u a c i ó n , que 
y 
no rma lmen te se denominan f u n c i o n e s de p r i m e r a e s p e c i e P^ (z) y de segunda espe_ 
y 
c i é Q ( z ) , r e s p e c t i v a m e n t e , 
v 
Como en el caso a x i s i m e t r i c o ún i camen te se u t i l i z a es ta ú l t i m a , como se -
dedu jo en I .7 es tá s e r á la que se e s t u d i a r á , y p a r t i c u l a r m e n t e p a r a los c a s o s de 
v = \ y v = que son los u t i l i z a d o s . 
- A l g u n a s r e l a c i o n e s i m p o r t a n t e s p a r a las r e l a c i o n e s de L e g e n d r e . 
d Q , (Y) 
Q,1 ( Y ) = 1 — J \ 2 - 1 
1 d Y 
d Q , (Y) 
Q \ (Y) = — J Y 2 - 1 
d Y V 
- i r~2— d Q - » -
Q ( Y) = - 4 i/ Y - 1 
~ 2 V d Y 
A l l . 1 . 2 
/ d Q , 
Q , (Y ) = 4 / 3 \ / Y - 1 -
2 V d y 
- D e r i v a d a s de las f unc i ones de L e g e n d r e de o r d e n c e r o . 
dQ ± 
— 2 
d Y 2 ( Y2 - 1) 
d Q , 
2 1 
d Y 2 ( V 2 - 1) 
d 2 Q , 
2 1 
d y 4 ( Y 2 -- 1) 
d 2 Q , 
— 2 -1 
(Q , (Y) - Q , ( Y ) Y ) 
2 - 2 — 
( YQ, (Y) - Q ¿y) ) 
2 ~2 
dQ± 
(3 0 , - 8 ) 
1 d Y 
dQ 
(Q , + 8 — - - — ) 
A l l . 1 . 3 
dY 4 ( Y 2 - D * d y 
- E x p r e s i ó n de las f u n c i o n e s de L e g e n d r e en f u n c i ó n de las f u n c i o n e s e l íp t í 
c a s . 
Q , ( Y ) = 1-1 K ( . L — ) 
7 Y + 1 V R + 1 
< Y > • J ™ - , - N r r ^ - r ^ " « / — ' 
A l 1 . 1 . 4 
r K ( / ) - — E ( / - ) 
d Y •\J 2 ( Y + 1) V Y + 1 Y - 1 V Y + 1 
dQ i ( Y) r z . I 2 
- 2 / 2 1 E ( ' 
d Y \ / Y + 1 y 2 ( Y - 1) V Y + 1 
P o r ú l t i m o y p a r a m o t i v o s c o m p u t a c i o n a l e s las f unc i ones e l í p t i c a s sue len 
a p r o x i m a r s e en la f o r m a 
K (m) = [ a + a_ rn + 
o 1 1 + a 4 m i 3 + [ b 0 + b 1 V + b 4 m ! ] 
. l n (—^— ) +e (m) 
m i 
a. = 1 ,38629436112 
o 
b = 0 , 5 
o 
a = 0 , 0 9 6 6 6 3 4 4 2 5 9 b = 0 ,12498593597 
a 2 = 0 , 0 3 5 9 0 0 9 2 3 8 3 b 2 = 0 , 0 6 8 8 0 2 4 8 5 7 6 A l 1 . 1 . 5 
a 3 = 0 , 0 3 7 4 2 5 6 3 7 1 3 b 3 = 0 , 0 3 3 2 8 3 5 5 3 4 6 
a . = 0 ,01451196212 
4 
b = 0 ,00441787012 
4 
e (m) f 2 x 10 
- 8 
E (m) [ 1 + a m + + a 4 1 + t m 1 + 
4 1 
+ b / m i ln ( ) + e ( m ) 
4 1 . m. 
a = 0 , 4 4 3 2 5 1 4 1 4 6 3 b = 0 ,24998368310 
a 2 =0 ,06260601220 b 2 = 0 ,09200180037 
a 3 = 0 , 0 4 7 5 7 3 8 3 5 4 6 b 3 = 0 , 0 4 0 6 9 6 9 7 5 2 6 A l 1 . 1 . 6 
a ^ = 0 ,01736506451 
e (m) í 2x 1 0 " 8 
b 4 = 0 ,00526449639 
m 1 = 1 - m 
A l I . 2 . - D E R I V A D A S DEL T E N S O R DE G A L E R K I N 
3 r 12 7f G 3 r z * 12 tt~ G 
2 [ ( y Q , - ] = — [ {/r7¿ 
d Q , dQ , 
. ( y Q 2 - Q _ , ) + fa ( — Y + - ~ Y - Q , - — - J J L I ) ] = 
2 2 d Y 3 r 3 r 2 dY 3 r 
J R r 1 ^ 3 y r 1 , ^ ^ , 
- - — 9 - — ( Y Q , o 1 + — — [ 9 - — (Y Q , - Q , ) + 
12 i f G I 2 r 2 2 r 2 3 r 2(y - 1 ) 
+ Q , - — — — ( Q i - Y Q , ) 1 1 = - ( — - y Q , - — Q , + 
2 2 ( Y - D 2 ~ 2 i 1 2 u G 2 r 2 2 r 
LLL Q l ) = - Í | . 
2 3 r 2 24 * G 
+ - —  ) = — [ ( 3 / R - 2 / r ) Q , - 1 / r Q , ] 
2 ^ 
3 X -
= [ ( 3 r _ 2 Y R) Q , - R Q _ , ) 1 A I 1. 2.1 
3 r 24 TT G y R r 2 2 
donde se ha hecho uso del v a l o r de l as d e r i v a d a s de las f u n c i o n e s de L e g e n d r e en f un -
c i ó n de esas m ismas f u n c i o n e s , e x p r e s i o n e s 
A s i mismo, ope rando aná logamente 
A l 1 . 2 
3 * 
3 2 
_ i - Í - ( YQ, -Q ,) 
12 * G 3 z 2 . 2 12 tt2 G 
(-9-I- Q, + 
3 z 
d Q , 
2 3 -y 
dQ , 
1 2 3 Y v _ 
dY 3 z d y 3 z 12ttG 
' d Q , dQ , 
f r J J L ( Q , + T _ _ _ J L - ___ " ! _ ) 
3 Z d y d y 
3 Y ( y Q, - Q ,) -Rr-"_I- [ Q, + o _ __ 
12 tt G 3 z 2 2 ( Y - 1 ) 
1 
• ( Q , , Y . Q i ) ] 
2 ( y - 1 ) 2 '~'2 
1 ^ - 5 1 3 / 2 0 , 
2 v 
12 TT G 3 Z 
3 X 
3 Z 
. _ - _ i ? _ = _ Z l _ _ Q 
2 / 1 
8TT G y R r 2 
A I I . 2 . 2 
T a m b i é n 
3 * 
3 r 4 TT G a r 
L __L_ [ / T r ( Q , - Y Q , ) ] = - - - [i \¡R/r (Q,- yQ,) + 
Z O —9 , Z * N 
4 TT G 
dQ , d Q , 
S¡R~r ( — 2 - - J-I 
d Y 3T 3 r 2 3 r d Y 
Q - i . ) ] = _ - i p L 
4 * G 
_ L _ Q , - - I -Q , +-3-I 
2 r 2 2 r 2 3 r L 2 ( Y ~ - 1) h - ( Y Q , - Q , ) - Q , -¿ . N 2 —2 —2 
Y o — - (Qj. - Y Q _ , ) ] = - - - - - - [ Q , - - - - Q , -
2 ( v - 1 ) 2 2 J 4 ir G 2 r 2 2 r " 2 
- i ( 1/R - Y / r ) Q , ] 
3 X 
z (R Q , - r Q , ) A í i . 2 . 3 
3 r 8 ir G\¡Rr 2 ^ 
Del m ismo modo 
9 X , , . 1 _ d Q , - i / z r / 2 3 y ( Q _ Y Q ) = \/ R r (-
¿ „ 2 —2 . ¿ 
3 z 4 TT G 3 z 4 u G d Y 3 z 
dQ , , d Q , dQ , 
-2 3 Y 3Y N \ -1 3Y , 2 -2 N > 
_ y Q _ ± ) = y R r ( Y Q _ 1 ' 
d Y 3 z 3 z 2 4tt"G 3 z dY d Y 2 
- 1 ( ' Y Q , _ — 4 — Q , - - r Q , • 
4 * ¿ G 9z 2 ( y - 1 ) 2 2 (Y —1) 2 2 ( Y - 1 ) 2 
1 Y 2 Q , - Q - 1 1 
2( Y - 1) 2 2 8 u G 3 z 
A l 1 .2 
A s i m i s m o y según A l . 10 es n e c e s a r i o el c á l c u l o de las d e r i v a d a s según 
das del t e n s o r de G a l e r k i n . 
a 2 x 
3 r 24 TT G 8r 
l ( 3 r - 2 y R) Q , - R Q , ] 
2 4 * 2 G 
1 [ ( 3 r - 2 y R) Q , - R Q , 1+ - - - - - [ [ 3 - 2R ( 1 / R - y/r) ] Q , + 
2 r ^ R r \¡~Rr 
óQ± d Q 1 
+ ( 3 r - 2 y R) ( 1 / R - y/r) - - - R ( 1 / R - y / r ) ] 
d y d y J 24tt G\[R~r 
r R 2 
.1 [ - 3 / 2 Q ± + y R / r Q ± + j Q_, - ( y - D R / r + Q , + 2 Y R / r Q , + 
2 2 r 2 d y 
d Q ± d Q , 
2 
d Y d Y 
d Q , d Q , d Q , 
+ 3 r / R - 5 y — + 2 y R / r - y + y / r 2— + i Q ± -
d Y d Y d Y 2 





3 Y R / r Q , + [ 3 _ ( / _ ! ) ] _ _ _ ! . 
r Z 2 4 t t Z g / r 7 l 2 R r d Y 
A l I . 2 . 5 
d Q _ ± 
donde se ha u t i l i z a d o A I I . 1 , p a r a la s u s t i t u c i ó n de 2 en f u n c i ó n de Q , y 




D e l m ismo modo 
2 2 
3 x r 3 v - ( Z - Z ) a ( 1 n , - ( Z - Z ) - 1 
= — ( _ _ _ _ - Q , ) = — y — L 0 ± + 
3 r 3 z 3 z 3 r 8 t G 3 r \¡Rr 2 8 i r G 2 r \ ^ R r 2 
1 d Q<-
+ ( 1 / R - Y / r ) ] 
\ ¡ R r d Y 
2 
3
* r 7-z 
[ i Q ± + ( Y - r / R ) 2 — ] A l 1 . 2 . 6 2 _ _ 
3 r 3 z 8 TT G \JRr 2 d Y 
3 
3 K Z - Z ) Q , ] = — r l [ _ Q i + 9 O — 9 i 
3 £ 8 TT G^R7 3 z 2 8 t t G / R r 2 
2 I - ( Z - z ) \ ] 
d Q , 
+ ( Z - z ) -
d Y \ R r 
3 2 X < 2 d Q , 
1 [ q ± + J £ * L 1 ] A l 1 . 2 . 7 
3 z * 8TT G / R r 2 R r d Y 








[ _ _ L _ (R Q l _ p Q , ) ] = _ : J — _ _ _ r J — 
3 r \JRr 2 2 8 tt G l 2r\¡Rr 
1 d Q ' 
(R Q_, - p Q_±) + [ R ( 1 / R - y / r) --
2 2 {Rr dy 




8 t t 2 G ^ R P 
- - - - [ 2 ( y 2 - 1 ) 
L 2 P 
d Q f 
^ + q i ] + ( 1 _ J L 5 ) 
d Y 
d Q _ ± dQ ± 




, _ x2 dQ ^ 
Y R / r Q _ , + + ( / - 1 ) r / p ] I I 
3 r " 8 iTG j R r ^ 2 Rp d j 2 ~ [ — tt  y R r 
A I 1 . 2 . 8 
donde ahopa se ha h e c h o u s o de las e x p r e s i o n e s A l 1 .1 y A I I . 2 que me p e r m i t e n ob te -
d Q i dQ_j_ 
n e r l o s v a l o r e s de Q , y • - - en f u n c i ó n d e Q , Y — . 





3 r 3z 3 z 3 r 
z = A Z - z ) _ 
8 TT2 G a r \ ¡ R r 
3 ( - 1 — Q , ) -_(_Z_-_Z1_ [ l l Q 
8ir 2 G 2 n / R r 
dQ , 
+ _ J L _ ( 1 / R _ y / r ) _ L l ] 
v R r d Y 
21 
3 X Z - z 
3 P3 z 8TT G r / R r 
d Q _ ± 
[ i Q , + ( y - r / R ) ] A I 1 . 2 . 9 
P o r ú l t i m o se t i e n e 
2 
3 - 1 a - 1 _ _ _ _ _ = _ _ J L _ [ (z -z ) Q ] = — - - [ - Q , + ( Z - z ) 
a z 8TT G ^ r g z 2 8TT g / r 7 2 
dQ , 
. ( I I - j - ( Z - z ) 
R r d , 
2 9 dQ ± 
* z 1 ( Z - z ) " 2 
[ Q _ , + — ] A l 1 . 2 . 1 0 
2 d y 
2 2 
3 z 8 t j G R r 
a x r 1 
3 R 
2 r ~ 
24 tt G ^ R r 
a * r 
a Z 1 
3 * z - 1 
a R 8 t t 2 G ^ R r 
3 * z a ^ 
a Z 3 z 
[ (3R - 2 y r ) Q ± - r Q A ] A 1 1 . 2 . 1 1 
Z ~ z_ A 1 1 . 2 . 1 2 
2 2 
[ r Q , - R Q , ] A l 1 . 2 . 1 3 
2 "2 
Z z — Q , A l I . 2 . 3 4 
2 '2 
A l I . 3 . - CALCULO DEL T E N S O R U., 
ik 
Con todas las e x p r e s i o n e s a n t e r i o r m e n t e ob ten idas es pos ib le el c á l c u l o del -
t enso r U . ^ según las ecuac iones I V . 2 . 1 . 8 , en la fo rma s i g u i e n t e . 
2 
( 1 -2 v ) , 2 , , 2, 1 3 X r 1 
U = — 1 ( V - 1 / r ) x + 2 2 
r r 2 ( 1 - v ) r 2(1 - v ) a r 8 TT G ^ R r 
[ Y R / r Q , + [ h * Z ¡ L - , / 3 ( Y 2 - 1)] - - i - , 
2 ( 1 - v ) 2 R r d y 
d Q , 
+ Q , - 2 / 3 Y R / r Q ± + 1 /3 R / r [ 2 ( y 2 - 1) — - y Q ± ] -
1 2 d Y 2 
dQ^ . .2 d Q ± 
1 / r 2 [ R r ( Y 2 - 1). 4 / 3 — -1- ] ] + Q, + — 2 -
d Y 2 R r dY 
1 í ^ r n r 2 « P / ( ^ R - r ) ^ __ y [ q± - ( y - 1 ) R / r + 
8 / G / R 7 i 2 ( 1 - v ) 2 d Y R r d X 
3 + 
+ Q , + 
,2 d Q , 
(Z -z )_ j _ 
R r d Y 8 tt2 G / R r 
3 - 4 v r - ( Z - z ) Q , + [ + 
2 ( 1 - v ) 2 R r 
1 9 (-7 \2 d Q ' 
1 - 2 V , - ( Z - z ) . , 2 + ( ) J 
2 ( 1 - v) R r d Y 
U r r = - T 1 — - t - - - - - - Q , — i - - ( - Z - - Z i 2 - - - i ] 
8 n 6 R r 2(1 - v ) 2 2 ( 1 - v ) R r dy 
u = — L [ ( 3 - 4 v ) o , + - - i - ] A l 1 - 3 - 1 
r r 16 TT G (1 — v ) R r 2 R r d y 
A s i m i s m o 
2 
1 3 1 3 x n 1 r 
u z r = - - 1 — - ( - - + - L _ _ _ _ _ _ _ J _ ( Z - Z ) 
2 ( 1 - v ) 3 r 3 z r 3 z 16 TT G ( 1 - V ) r / R r ^ 
dQ_, 
. [1 /2 . Q , + ( y - r / R ) - Q , ] 
2 , 2 d y 
d Q , 
U = [ i Q , - ( Y - r / R ) ] A l 1 . 3 . 2 
Z r 16 u G ( 1 - v ) r / R r 2 d Y 








z + - r / R ) — - 2 - ] 
3 T 3 Z 2 ( 1 - v ) 8 n G r / R r " 2 d Y 
U 
- ( Z - z) 
r z 
16 TT G ( 1 - v ) r / S T " 
dQ_± 
[ 1 Q + ( y _ p / R ) £ ] A l 1 . 3 . 3 
P o r ú l t i m o se t i e n e 
1 r 2 1 3 x Z ] 1 
U z z = [ V x z + - — + ] = 
2 (1- v) 3 r r 3 r 8 tt G\fRr 
1 - 2 v ( Z - z ) 2 d Q - ¿ , Y R r ( Y R - r ) 2 
[Q , + J + Q , + L + 
2 ( 1 - v ) R r d Y R r 
+ ( Y - D R / r ] 
d Q _ ± dQ__, 
£ - R / r [ 2( Y - D + Y 0_ ± ] + Q _ ± 
d y d y 2 2 
1 í _ 3 - 4 _ v _ Q + v_ (Z-z)2__ + _(_Y__R-r)2 
8TT2G/RT 1 2 (1-v) 2(1 - v ) Rr Rr 
- R / r (Y - D ] 
dQ , 
o 1 
d Y 8u G } ¡ R r [ 2 ( 1 - v ) 
[ 1 - 2 v ( Z - z ) ' ( Z - z )
2 __d_Q_-t 
2 (1 - u) R r R r d Y 
1 C7 \2 dQ i 
U = _ _ _ - i [ (3 - 4 v) Q _ , - - L t l E Í . _ 1 I ] 
Z Z 16TT G ( 1 - V ) / R T 2 R r D y 
A l 1 . 3 . 4 
A l I . 4 . - D E R I V A D A S D E L T E N S O R U 
i k 
a L h 1 1 d Q i r r _ 1 - J j- (3 _ 4 v ) Q + I _ ] + 
3 r 1 6 T T 2 G ( 1 - V ) 2 r ^ R r 1 R r d y 
d Q i N2 . d 2 ° i 
+ - - I - [ (3 - 4 v) -±JL — I - - ± 1 - — ] , 
R r 8 r d y R'r 3 r d y 
1 d Q l 3 Y _ J (3 - 4 V) [ - 1 - - - — 2 - ] + 
16 TT G ( 1 - d y 3 r 2 r 
,2 d 2 Q , d G , 
+ lZ_1zJ__ (±1 £_ _ 3 / 2 r A l 1 . 4 . 1 
R r 3 r d y d y 
3 U i a d Q l 9 (7 r) d Q i 
_ H = _ L [ (3 - 4 * — - — 2 — + 
3z 16 TT G ( l - v ) \ [ R r 3 z d y R r d y 
C Z - z ) 2 3 Y , + ] 
R r 3 z d f 
3 Y d Q i Z - z r % 3 y L [ (3 - 4 V ) - - I - — t ( Z - z ) 




d $ d Y 
± 
- 2 ] J A l 1 . 4 . 2 
8 U _ d Q , 
z r Z - z r - 3 r i , , 4 = — r _ _ _ _ _ _ _ _ _ [ i Q , - ( Y _ P / r ) — i - ] + 
3 r 1 6TT G ( 1 - V ) 2 r j R r 2 d y 
1 3 y d Q ± d Q l 8 v d 2 Q i 
+ - J — [ 1 J j - + Y / r — 2 - - (Y - r / R ) - H ] 
r\¡Rr 3 r d y d 3 r dy 
2 [ i ( 3 Y / R - ± 1 - - I / R ) _ J - _ _ J L 
16t t G ( 1 - v ) r ^ R r 3 r dy 4 r 
d 2 Q ± 
( y - r / R ) - - ] A l I . 4 . 3 
3 r d Y 
Del m ismo modo 
3 U , dQ 
;z r 1 
2 [ ( Y " r / R ) " i 0 1 " ( Z " z ) 
3 z 16 it G ( 1 - v ) r ^ R r d y 
2 
d Q , d Q , d Q , 
[ _ i J . 2 . + - L Z - - J L - + ( y ~ r / R ) - - Y - ] = 
3 z d y 3 z d y 3 z d y 
d 2 Q , d Q , 
_ _ _ _ _ _ _ _ J _ [ ( z - z ) - 3 - I - [ ( r / R - Y ) — - i — I - ] 
16 TT G ( 1 - v ) r j R r " 3 Z dY d Y 
d Q , Q , 
+ ( Y - r / R ) 2- A l 1 . 4 . 4 
d y 2 
3 U . • , d Q . 
• - - = [ [ i Q , + ( y - p / R ) _ J L _ ] + 
3 r 16* G (1 - v) 2r \J~Rr 2 d Y 
1 3 y d Q - 3 y d Q l 3 y d 2 Q i 
+ - J — [ 1 UL 1- - <ÍJL - 1/R) + ( T_ p / r ) _3_I_ _ i_ ] 
r ^ R r 3 r d y 3 r dY 3 r d y 
2 
Z - z r a y i 3 y 
- 2 — — [ ( r / R - Y) - - - + i (3 Y / r - 3 - - -
16 ir G ( 1 - v) r ^ R r 3 r dY 3 r 
d Q _ l 3 Q _ 1 
1 / r ) -2— + - 2 — ] A l 1 . 4 . 5 
d y 4 r. 
dQ__, 
donde en es te caso se ha hecho uso de la e x p r e s i ó n que r e l a c i o n a 2-~ con la mis-
d y 
ma f u n c i ó n Q , y su d e r i v a d a p r i m e r a . 
~2 
2 
d Q , , dQ , . d Q , 
• H - 1 1 - - L - + 2 l _ — Z L + ( T . r / R ) Ü - 3 -
3 z dY 3 z d Y 3 z dY 
d 2 Q ± dQ 
1 [ ( Z - z ) - J L [ ( r / R - y ) - 3 / 2 - - 2 - 1 1 2 L 2 
16 TT G ( 1 - v) r / R r 3 z dY d Y 
dQ j, Q 2 - ( r / R ) - y ) + - - - - ] A l 1 . 4 . 6 
d y 2 
P o r ú l t i m o las d e r i v a d a s de U s e r á n 
zz 
3 U i i d Q i 
_ J 5 ! = _ J [ — - J _ _ _ [ ( 3 - 4 v ) Q ± - _ - J „ ] + 
3 r 16 7r G ( 1 - v ) 2rJ~Rr 2 R r d y 
1 dQ ' (-7 \2 dQ i ^2 . d2Q , 
+ — 1 — [ (3 - 4 v) _ _ _ = £ _ + i Z l 5 > __ _ J J L Z3L ] 
/ 2 2 y R r 3 r d y R r dY R r 3 r dy 
[ (3 - 4 v) ( - - - Y - — " i - - - " i - ) 
dQ , Q , 
1 6 t t 2 G ( 1 - V ) 3 r dy 2 r 
7 d Q 1 ( Z - z ) . 3 - 2 + ( 
R r 
d 2 Q , 
21 = L ) ] 
2 7 J 
A l 1 . 4 . 7 
2 r d y 3 r d y 
y tamb ién 
3 U 1 d Q 1 9 (7 ^ dQ » 
_ „ _ £ z _ _ _ _ _ _ 1 [ (3 _ 4 V) - i l - _ = £ + 1 Í ? = 5 L — X 
3 z 1 6tt G (1 - v ) ) j R r 3 z dy R r d y 
\2 d 2 ° i - z ) 3y_ 1 
2 
R r 3 z d y 
dQ , dQ , ^ d 2 Q / 
__ 1 [ ( 3 - 4 v ) - 3 - Y - — " " J L + - ? = * - [ 2 — " I - - ( Z - z ) - 3 - I - — - J - ] ] 
16 TT G ( l - v ) ^ R r 3z d y R r dy 3 z dy 
A I I . 4 . 8 
S i a h o r a d e r i v a m o s r e s p e c t o a las v a r i a b l e s R , Z de l punto donde se c e n t r a la 
s i n g u l a r i d a d , se ob t iene en la misma f o r m a que a n t e r i o r m e n t e . 
3 U dQ, Q . 
r r 1 r , , r 3 y ~ 1 
2 [ < ! - * > ) [ - - T - — 1 1 - ] + 
3R 16 tt G ( 1 - v ) ^ R r I R d v 2R 
, 7 , 2 d 2 Q , , d Q , 
+ í ? l £ L _ [ _ ? J L - 2 _ _ ] ] A l 1 . 4 . 9 
R r 3R d Y 2R d y 
3 U 3 U , dQ_, 
= . _ E E = [ ( 3 - 4 w ) - i ü - : - = = 5 - + - ? - - 2 -
3 Z 3z 16 TT G ( 1 - v ) ^ R r ~ 3 Z R r 
d 2 Q ± 6 Q 1 
[ ( Z - z ) - - - + 2 ] ] , A l 1 . 4 . 1 0 
3Z dY d Y 
3 U * d 2 Q i a ^ 
= L L A [ ( r / R - Y) — f - + i ( r / R - - Ü L - ) . 
3 R 16 TT G (1 - v) r ^ R r 3 R ó y 3 R R 
d Q , Q , 
L -2 - ] A l 1 . 4 . 1 1 
d Y 4R 
2 
3U 3 U , „ d Q , 
z r z r 1 r r - , \ r e /r-> \ 9 "Y 2 [ ( Z - z ) [ ( r / R - v ) 2 
3 Z 3 z 16 TT G ( 1 - v ) r ^ R r 3 Z d Y 
dQ^ Q , d Q , 
l _ A l £ _ ] + — J - + ( r / R - y ) — - - - ] A l 1 . 4 . 1 2 
3 Z d y 2 dY 
3 U Z - z r . . _ 3V d 2 ° - i r z - P , .  Y - i , , , 3 Y 
[ ( r / R _ y ) + i ( y / R - 3 
3 R 1 6 TT G ( 1 - V ) R J R R 3 R d Y 3 R 
d Q M Q i 
J E ) _ 3 1 + A l 1 . 4 . 1 3 
R dY 4R 
3 U 3 U . a d 2 Q , 
= . . __I [ (z -z) [ ( r / R - v) - Í L _ I I -
3 Z 3 z 16 ir G ( 1 - v ) r / R r 3 Z dY 
d Q _ ± dQ Q _ ± 
3 / 2 --1 ] + ( r / R - y ) — - - ] " A I I . 4 . 1 4 
3 Z d y d y 2 
3 U , dQ , Q , 
= J [ (3 - 4 V) ( - 1 2 - _ • - J L _ _ - - J . ) + 
3 R 16 TT G ( 1 - V ) ^ R 7 3R d Y 2 R 
_ , 2 dQ , d 2 Q , 
+ ( 3 / 2 r — I I - - - H f - ] A l 1 . 4 . 1 5 
R r d y 3R d Y 
3 U 3 U , dQ , , 7 . 
1 [ ( 3 - 4 v ) ^ ( Z " Z ) 
3 Z 3 z 16 * G ( l - v ) ^ R r 3Z d y R r 
d Q , dQ , a i i /, 1 /r 
. [ ( Z - z ) - Í J - — - ' I + 2 _ „ - J _ ] ] A l 1 - 4 - 1 6 
3Z d Y dY • 
2 2 
3 U , d Q , 
, _ _ _ _ _ J [ ( 3 . 4 v ) [ _J?J_ . 1 2 . + 
3 r 3R 16ir G ( 1 - v ) / R r 3r 3 R dy 
A2V , ( 1 / 3Y 1 / R 3Y Q * ( Z - z ) 2 + 2 ( 1 / r + 1 / R ) + + 
3 r3 R 3 R 3 r óy 4 R r R r 
3 2 
d Q , 3 y ^ ^ d Q , 
2 J . I _ l l _ _ _ _ J _ _ + 3 / 2 ( 1 / R + 1 / R J - I - ) — 
3 r 3 R dY 3 r 3 R 3 R 3 r d Y 
+ 
o d Q i 
+ ] A l 1 . 4 . 1 7 
4 R r d Y 
2 2 2 
3 U , d Q , 3 Y 
_ — r ~ — - - [ o - 4 v ) — + (. 
3 z 3 Z 16 TT G (1 - \>)y¿Rr — 3 r 3 Z d Y 3 r 3 Z 
3 2 
d Q i t —f \ d Q , 3 Y 
. ! _ _ i _ i . ) + J L - l I . ( Z _ 2 ) J-i- J _ i _ + ( 
2 r 3 Z d y R r 3 r 3 Z d y 3 r3 Z 
. d Q, d Q , dQ ± 
. __3__ A l ) j . + 2 - 9 - I - J - 3 / 5 — I - J A l I . 4 . 1 8 
2 r 3 Z dY 3 r d'Y d y 
a 2 u , d 3 ° ' ' 
= — j — L [ ( Z - z ) ( n / R - f ) - ± I H . — -
3 Z 3 R 16 TT G (1-v ) r ^ R r " 3z 3 R dY 
2 
2 d Q 
r i / /r^ 9 Y 3 r . 3 y . . 3 y j 1 , :J1 3 Y 
+ [ i ( Y / R - 3 — ) + ( r ( R - Y ) - - + i ( -
3 R R 3 z 3 z3 R d Y • • ' 2R 3 z 
d Q , ^ d 2 Q , 
3Y \ i i , / D \ a y 
) j - ( r / r _ y ) + 2 ( + ~ ~ 2 ' 
3 Z 3 R dy 3R d y 3 R R R 
dQ_, Q ± 
2_ + __?__] A l 1 . 4 . 1 9 
d y 4R 
32U , d 3 Q , 
1 _ [ ( Z - z ) [ ( r / R - v ) f 
3 z3 Z 16 ir G ( 1 - v ) r ^ R r 3 z 3 Z d y 
d 2 Q , 2 a a d 2 Q , 
. 3 /2 — -¡A + [ ( Z - z ) + - 1 [ ( r / R - Y) - — } - ~ 
d Y 3 Z 3 Z 3 Z 3 Z d y 
d Q ± 
£ _ ] J A l 1 . 4 . 2 0 
d Y 
O b s e r v a n d o de ten idamente las e x p r e s i o n e s de 2 ^ se o b s e r v a que con las= 
c u a t r o d e r i v a d a s a n t e r i o r e s y los v a l o r e s de 
3 3 U 3 U 3 3 U 3 U 
( ÜT + _ „ z _ r _ ) y de ( + ) quedan to ta lmen te d e f i n i d o s to -
3 R 3 z 3 r 3 Z 3 z 3 r 
dos los t é r m i n o s de 2 p o r lo que a c o n t i n u a c i ó n se d a r á n las e x p r e s i o n e s de es -
¡ j k r 
tas dos d e r i v a d a s . 
9 U 8 U 
- - — ( - — r - - + Z - - ) = — - - - - - L [ (3 - 4 v ) [ - J - X i J L -
3 R 9 z 9 r 1 6 , G ( l - v ) / R r ~ a R g z 
2 
+ (-! J-- JLJL-) _ ü - ] + [ [ 
d Q i , 3 Y 1 9 Y , d Q i Z - z r Z - z , 3 Y 3 Y 
2 
d y 9 z a R 2R 3 Z d Y r R r a R 3 z 
d Q , 2 d Q , d Q , 
a_ + ( - Í - J L _ _ Í _ _ _ Í J _ ) L-J - + ( r / R _ y ) - i J L _ Í J + 
d y g z g R 2R a z d Y a R 3 r d Y 
2 
+ [ ( r / R - y ) - Í — J L + y / 2 ( 3 / r + 1 / R - Í -X - ) - 3 / 2 - 3 - " t - - 3 - t - -
9 R 9 R g r 3 R 3 r 
d 2 ° i 1 2 
l y L _ 3 J L _ ] I _ + [ _ _ _ _ _JLX + _ I _ l + 
2 R 2 a r 2R R d y 2 4 r 3 R 4R 3 r 3 r 3 R 
15 3 d Q -L 3 Q i 
+ - 1 5 - - f — ] — 2 - + — - 2 - ] A l l . 4 .2 ,1 
¿R 4 R r d Y 8R 
3 U 3 U z r , d 2 Q , 
_ ! _ ( _ ü + ) = - - - - - i [ (3 - 4 V ) [ - — | + 
dZ 3 z 3 r 1 6 * G ( m j R Í 9 Z 3 Z d Y 
3 2 2 
2 d Q , _ " d Q , 3 d Q_, 
+ J - - X — j + - Z - r _ E „ ( [ - J - X _ J L . + J - ] + 
a z 3 z d Y r R s z 3 z d Y 3 z 3 Z d Y 
+ [ ( r / R - Y ) - 3 - - - Y - _ - 3 / 2 - - + - 3 - I - ¿ J ~ + 2 / R - - 5 — - 9 - Y - ] , 
3 r3 Z 3 Z 3 r 2 r 3 Z 3 z 2 R 3 Z 
d2°. , * A , 2 d Q * 
+ ( R / R _ 3 _ Y _ _ _ _ _ £ _ + 1 3 _ Y _ _ _ _ 3 _ _ Y _ ) J + 
d y 2 3 Z 3 z d y 3 2 r 3 Z 3 r 3Z d y 
2 
. d Q , T a d Q , 3 Q 1 
+ 1 / r [ ( r / R - V ) - - 1 - + i - - 5 / R ) — 2 1 - ] 
3 r d y r 3 r d y 4 r 
A l I . 4 . 2 2 
A s i m i s m o p a r a el caso c o r r e s p o n d i e n t e a Z ., se t i ene 
i j k r 
3 U ^ d 3 Q , 
1 1 = [ ( P / R _ Y ) J J L - - - - [ ( r / R - y ) . 
3 z 3 R 16 tt G ( 1 - v ) r ^ R r 3 r 3 R dy 
A - 5 / 2 - ' - I - + Y / 2 ( 3 / r + 1 / R - 3 - Y - ) - - - - y - 3 - Y -
3 r 3 R 3 R 3 r 3 R 3 r 2 R 3 r 
3 U d 3 Q , 
_ £ ? = _ i [ ( Z - z ) [ ( r / R - y ) - Ü - — + 
3 r a z 167T G ( 1 - v ) r ^ R r 3 Z 3r d y 
+ [ ( P / R - Y ) - I - + I < - L L - 5 - 3 - I - - 1 / R ) ] - - Q - - Í - + 
3 ra Z r 3 r a Z d y 
2 dQ i d 2 Q , . 
+ 3 / 2 ( 3 / 2 r - Y-) — = * ] + ( r / R - Y ) — + I 
3 Z 3 r8 Z dy 3 r d y r 
d Q _ 1 3 Q _ 1 
_ 3 J _ I _ _ i / R ) 2 + ] A l 1 . 4 . 2 4 
3 r d Y 4 r 
2 2 
3 U , d Q , 2 
H = £ (3 - 4 v ) [ — ~ 2 + ( - ± - 1 -
3 z 3 R 16 TT G ( 1 - v ) ] jR r 3 R 3 Z DY 3 z3 R 
dQ , _ _ 2 d 2 Q , 
_ 1 / 2 R - - - - ) — - 1 - ] + [ - ? = * - [ - 3 - - - 2 - I - ) f ? -
3 z d Y r R 2 R 3 Z 3 Z 3 R d Y 
d Q , d Q , dQ 
Í J L — y - 2 — ] + 1 / R (2 - 3 / R 2-) ] A I 1 .425 
3 R 3 Z d y 3 R d y d y 
2 2 
a U , d Q , 2 dQ , 
J E i = [ (3 - 4v ) [ ± 1 - - — " - l + - 3 - I - + 
3 z3 Z 1 6 TT G 3 Z 3 Z d Y 3 z 3 Z d Y 
d 3 Q , 2 d 3 ° - ¿ 
+ [ [ J L i _ + _ _ 9 _ _ Y + 
r R 3 z 3 Z d y^ 3 z 3 Z d y 2 
? d Q 1 
+ 2 / R ( - - - - - - - - - ) ] + 2 / R r ] A l l í . 4 . 2 6 
3 Z 3z d Y 
Las d e r i v a d a s compues tas q u e d a r á n de l a f o r m a 
3 U 3 U , d 2 Q , 
_ L - ( ü z + —15) = _ 1 [ (3 - 4 v) [ - 1 1 - 1 - 1 _ _ _ + 
3 R 3 z 3 r 1 6TT G ( 1 - v ) ^ / R r 3R 3 r d y 
2 , dQ , , 0 Q , dQ , 
+ ( - Í - - 1 - — L - - I I - ] + - l - - 2 - v - ( — - - I - - i l - - - I ) + ( Y / p . - 1 / R ) 
3 r 3R 2R 3 r d y r 2R 3R d y 
d 2 Q , , dQ , _ 
I I + ( 1 / R J J L - - 1 - + _ J y ) — - " J + _ ? = L 
3 R d Y 3 R 2 R r 2R d y r 
d 3 Q , 2 
» [ ( r / R - y ) - 2 - 1 — + [ ( r / R - y ) - Í - Y - + i ( y / R - 5 - 3 - Y -
3 R 3 z d y 3 Z3 R 3 R 
d 2 Q , . 2 dQ , 
_ „ „ - J _ + 3 / 2 ( J _ - J — I . ) + 
R 2 . 3 2 d y 2R 3 Z 3 Z 3 R d Y R 
[ ( 3 / 2 (1 / r + 1 / R . j J j L . ) _ _ Í J L 
3 R a r 3 r 3 Z d y 3 r 3 R 
d 3 Q ± q d Q _ , 
i - i - ] ] A l 1 . 4 . 2 7 
3 4 R r d 
d Y 
3 U 3 U , ^ ^ d 2 Q , 
( £E + ____z_z_) = 1 (3 - 4 v ) [ J - X - - — ¡ I + 
3 Z 3 z 3 r 16TT G ( 1 - v ) ^ R r 3 Z 3 r d Y 
2 dQ , , _ dQ , ^ 
+ -JL.- I rJ__] _ ±12JL J-l - I + (1/R - Y / r ) (_3-I__ _9JL) . 
3 r a Z d y r 3 Z d y 3 z a Z 
d 2 Q 1 d Q i T , 
. + 1 / r ( - Ü - 3 / 2 - - - - ) + [ - i J L _ i ¿ . 
d Y a Z ; 3 z d Y r 3 z 3 Z 
d 3 Q , d 2 Q , 2 d 3 Q , 
[ ( p / R _ v ) ' I _ 5 / 2 = 5 - 1 + [ ( r / R - v ) 
d Y d Y 3 z a Z d Y 
d Q i d Q i a - v d 2 ° i 7 
3 / 2 2- ] + 1 / r ( 3 / r - 2 - I I J - ) + - - - Z — [ ( 3 / 2 r . 
d y d y 3 r dy R 
3 Y 
2 3 
2 d Q , d Q . 
3 Y \ - I 3 Y 3 y - 7 ] ] A l 1 . 4 . 2 8 
3 Z 3 r 3 Z d Y 3 Z 3 r d y 
A l 1 . 5 . - I N T E G R A L E S A N A L I T I C A S E N EL C O N T O R N O 
A l I . 5 . 1 I N T E G R A L E S C O R R E S P O N D I E N T E S AL C A L C U L O DE A 
S / 2 s 2 2 
J r In ds = 
_ 64 R r 3 t 
- S / 2 r 
Q 
( In 2 / 3 ) [ (R+b) 
256 R 
3 / 2 
- ( R - b ) 3 / 2 ] - [ ( R + b ) I n (R+b) - (R-b)ó/¿ In ( R - b ) ] - 4R ( { R ^ b -
3 / 2 3 / 2 
•b ) • 2 R 3 / 2 In 
7 R+b +{r - In 
/ R+b -JR 
/ R - b + / R 




' 3 = 
S / 2 
- S / 2 
S / 2 
^ d s = - S - - [ ( R + b ) 3 / 2 - ( R - b ) 3 / 2 l 
V 3b 
. 3 / 2 
A l l . 5 . 1 . 1 
A l 1 . 5 . 1 . 2 
- S / 2 f T 64 R r 3 t 
[ ( b - 2 R ) ^ R + b + ( b + 2 R ) / R - b ] . 
. í In r _ _ _ + 2 / 3 ] - [ ( b - 2 R ) / R 7 b In (R+b) - (b+2R)N/R-b . In ( R - b ) ] 
256 R 
- 4 / 3 [ ( R + b ) 3 7 2 - ( R - b ) 3 7 2 ] + 4R ( y / F Ü b _ y R l b ) 
4 R 3 / 2 ( In 
J R+b + / R - In y/R-b" + J r 
/ R+b / R - b - / R ~ 
A l 1 . 5 . 1 . 3 
R S/2 
- S / 2 {~ 
ds = - - - - - | ( b - 2 R ) ^ R + b + (b+2R) y / R - b | A l I . 5 . 1 . 4 
' 5 = 
S/2 
ds = 
- S / 2 
S 
In 
v / R - b + / R 
/ R - b 
2 ( R+b - R - b ) - R ( In 
R+b__+/_R 
R+b - J R 
A l I . 5 . 1 . 5 
5 / 2 r 3 / 2 . _ 3 / 2 
ds = 2 / 3 [ ( R + b ) 3 7 2 - ( R - b ) V 2 ] + 2R ( / R + b ) -
- S / 2 
R 3 / 2 ( In 
7 R + b _ + / R 
/ R + b - / R 
- In 
^ R - b _ + y R 
Y R - b -V/R 
A l 1 . 5 . 1 . 6 
Cuando el e lemento es p a r a l e l o al e je de s i m e t r í a , t = 0 y tamb ién b = 0 y r = R r 
con lo cua l l as i n t e g r a l e s a n t e r i o r e s camb ian de v a l o r en la f o r m a s i g u i e n t e : 
S/2 
- S / 2 
' S /2 
. - S / 2 
2 s 2 
/ r ~ In — - — ds = ¡RS ( In - - -
64 R r 256 R 
2) A l 1 . 5 . 1 . 7 
/ r ~ ds = S f i A l 1 . 5 . 1 . 8 
A l I . 5 
S / 2 
- S / 2 
In ds = O 
J r ~ 64 R r 
A l 1 . 5 . 1 . 9 
S / 2 
- S / 2 
- ds = O A l 1 .5 .1110 
S / 2 
' 5 = 
fr ds = O 
• - S / 2 * 
A l 1 . 5 . 1 . 1 1 
' e -
S / 2 
- S / 2 
3 / 2 
ds = 0 A l 1 . 5 . 1 , 1 2 
A l 1 . 5 . 2 . - I N T E G R A L E S C O R R E S P O N D I E N T E S AL C A L C U L O D E B 
S / 2 
- S / 2 
In — S - ds = — - - ![ ( In — 2 - 2) 
64 R r t 256 R 
. | (R+b) - ^ / ( R - b : ) ] - [ y R+b I n / R ^ b - I n ^ R - b ] + 2R . 
( In 
j / ^ R + b +j¿R 
\¡R+b -]¡R 
- In 
_ \ / _R-b_+ /R 
/ R - b - / R 
A l 1 . 5 . 2 . 1 
S / 2 
- S / 2 
yr 
ds = ( y]R+b - R - b ) A l 1 . 5 . 2 . 2 
S / 2 
, - S / 2 
s 
' 3 7 2 
In ds 
64 R r 
[ ( In 
256 R' 
- 2) 
C ^ R S " - ^ b R - — - - J L _ ) - t In (R+b) -
7R+b \ ¡ R - b V R+b 
2R + b 
l n ( R " b ) 1 + 4 R ( In 
^ R + b -V/R 
- In 
y¡ R - b 
)] 
•A l 1 . 5 . 2 . 3 
S / 2 
J - S / 2 f 
ds = L ( In 
r \J R+b - J r 
- In 
¿ R - b + _ / R _ 
/ R - b - >/R 
A l 1 . 5 . 2 . 4 
S / 2 
- S / 2 
"3 /2 
ds = 
2 | _2R_+b_ _ _2R - b 
2 L " r z z r ' z 1 ^ i 
t \ / R + b y / R - b 
A l 1 . 5 . 2 . 5 
S / 2 
ds = 2 ( > / R + b - ^ R - b ) - ^ R (l¡ 
- S / 2 / S T b - / r 
- In 
\ / R - b + / R 
/ R - b - / R 
[ S / 2 
- S / 2 
3 / 2 
ds = 
- 2 
t V R + b ^ R - b 
A l 1 . 5 . 2 . 6 
A l 1 . 5 . 2 . 7 
Cuando el e lemento es p a r a l e l o al e je de s i m e t r í a con t = 0 se t i e n e 
S / 2 
- S / 2 
/r 
In 
64 R r 
ds ( In 
\¡R~ 256 R' 
- 2 ) A I I . 5 . 2 . 8 
' S / 2 
- S / 2 
_1_ 
~¡7 
ds A l 1 . 5 ! 2 . 9 
R 
A l I . 5 
S / 2 
- S / 2 
3 / 2 
In ds = O 
64 R' 
A l 1 . 5 . 2 . 1 0 
S / 2 
- S / 2 
i S / 2 
- S / 2 
S / 2 
- S / 2 
/ F 
3 /2 " 
/ T 
ds = O 
ds = O 
ds = O 
A l I . 5 . 2 . 1 1 
A l 1 . 5 . 2 . 1 2 
A l 1 . 5 . 2 . 1 3 
S / 2 




3 / 2 
A l 1 . 5 . 2 . 1 4 
A l 1 .6 
A l 1 . 6 . - I N T E G R A L E S A N A L I T I C A S E N EL D O M I N I O 
A l I . 6 . 1 C A L C U L O DE L A S I N T E G R A L E S C O R R E S P O N D I E N T E S A T 
S 2 
„ s _ . | n ds = f ( b - 2 R ) J R+b In 
64 R r 3 t p 
S 
64 R (R+b) 
3 / 2 I ~ 3 / 2 
- 4 / 3 (R+b) + 4 R \¡ R+b - 4 R In 
3 / 2 \ / R + 7 _ + / R 
\ / R + b - / R 
- 4 R 3 / 2 ( In 2 t + 2 / 3 ) 
r 
A l 1 . 6 . 1 . 1 
5 H 2 ds = : [ ( b - 2 R ) )¡ R+b + 2 R 3 / 2 ] A l 1 . 6 . 1 . 2 
_2 2 
S i s — r y 9 m 
r 64 R r 
ds = 
(R+b ) 2 - 6 R (R+b) - 3 R 2 
3 7 R+b 
_S 
64 R (R+b) 
3 / 2 / 2 1 





/ R + I - / R 
3 / 2 
- 8 / 3 R (2 In 2 t + 5 ) 
r 
A l 1 . 5 . 1 . 3 
A l 1 .6 
1 ^ 2 — ds = 
fr 
( - / R ) A l 1 . 6 . 1 . 4 




( R _ b ) 2 _ 6 R (R+b) - 3 R 2 8 R 3 / 2 n 
+ J 
3 / R+b 9 
f 
ds [ ( R + b ) 3 / 2 - R 3 / 2 ] 
3 t 
A l 1 . 6 . 1 . 5 
A l 1 . 6 . 1 . 6 
3 / 2 
ds = 
2R + b 
/ R + b 
- 2 / R ] A l 1 . 6 . 1 . 7 
Con b = t S 
r 
En el caso de que en la p o s t e m o r i n t e g r a c i ó n r e s p e c t o a se e s c o j a un = 
con lo cua l t = 0 , se t e n d r í a 
r 
s 2 S 2 
l n ds = 
64 R r 2 \ J r 
( l n 
64 R 
- 1) A l l . 6 . 1 . 8 
ds = 
f 2jR 
A l 1 .6 
' 3 = 3 / 2 
ln ds = - - 7 - " ( l n - 2 / 3 ) 
ds 
64 R r 3 R 
3 / 2 
64 R' 
A l 1 . 6 . 1 . 1 0 
A l 1 . 6 . 1 . 1 1 
3 / 2 
— ds = 
3 R 
3 / 2 
A l 1 . 6 . 1 . 1 2 
ds = S 
£ 
rS 
' 7 = "3 /2 
ds 
2 R 
3 / 2 
A l 1 . 6 . 1 . 1 3 
A l 1 . 6 . 1 . 1 4 
A l 1 .6 
A l I . 6 . 2 . - C A L C U L O DE L A S I N T E G R A L E S C O R R E S P O N D I E N T E S A T ' 
1 F < £ v ¿ 
k 5 
5 ^ 2 ds = 
3t 
j ^ ( b - 2 R ) y R+b + 2 R 3 / 2 ] A l 1 . 6 . 2 . 1 
3 / 2 
ds = 2 / 3 ( R + b ) 3 / 2 + 2R / R+b - R 
3 / 2 
In 
/ R + b - J R 
3 / 2 3 / 2 V £ 
8 / 3 R - R In 
4R 
A l 1 . 6 . 2 . 1 
.1— ds = ^— In \/ R+b + / R 1 
\¡R+b -JR 
In 
t £ r 
4R 
A l 1 . 6 . 2 . 3 
ds = 2 / R + b - J r In 
sj R+b + / r 
JR+b! - / R 
- 2 / r - ¡ R In — - -
4R 
A l 1 . 6 . 2 . 4 
s . s 2 
In ds = , 
3 t ' 
[ ( b - 2 R ) / R+b In 
64 R r r 
- 4 / 3 ( R + b ) 3 / 2 + 4 R R+b - 4 R 3 / 2 In 
64 R (R+b) 
R+b + R 
R+b + R 
- R 3 / 2 In 2 t - 8 / 3 R 3 / 2 
r 
S 





A l 1 . 6 . 2 . 6 
5 / 2 
- - - ds = t 
2 r 
a + _2_0 ( R + b ) 3 / 2 
Rb R 
5 (R+b) 
3 / 2 
— In 
5 t R 
c r 
2 
3 / 2 
y_R+b__+ / r 
/RTÍD - / R 
R 
5 / 2 23 t R 
r 




A l I . 6 . 2 . 7 
S 
' 8 = 
1 
• ds = t 
2 i— r 
s ^ r Rb 2 R 
3 / 2 
In 
y R + k +V/R 
/ R + b - ^ R 
t V e 
+ + r ) n 
sJr t 2 R 3 / 2 4R 
A l 1 . 6 . 2 . 8 













2 / R 
In 
ve 
4 R y¡R 
A l 1 .6 
10 




3 / 2 
2_R_ 
3 t 
3 / 2 
A l 1 . 6 . 2 . 1 0 
11 
s 2 J 2 r ( R + b ) 2 - 6R ( r+b ) - 3 R 2 _ / n 3 / 2 1 
372 d S = " 3 ~ I 7 J * t . u 3 R+b 
12 
13 
3 / 2 
3 / 2 
r 
ds = (-
t \¡ R+b Jr 
A l I . 6 . 2 . 1 1 
A l 1 . 6 . 2 . 1 2 
- — ds = t 
2 r 
d * * ? ! ? + + 3 ^ b - 3 / 2 f R . 
Rb; R 
ln 
jR+b + \¡R_ 
^ R + b - J R 
R 3 / 2 t ¿ 
+ 4 t s p R - 3 / 2 t / R l n — - -
e r r 4R 
14 
£ 
5 ^ 2 




s d s = 2 
F 
_ V L 
2R_+_b 
y/R+b 
( R + b ) 2 
5 
- 2 \¡~R | 
A l 1 . 6 . 2 . 1 3 
A l 1 . 6 . 2 . 1 4 
- 2 / 3 R (R+b) + R' ftub -




64 R r 
ds = -
- r [ -
(R+b y 
5 
- 2 / 3 R . 
. (R+b) + R 2 ] V R+b ln ( R + b ) 5 / 2 + 4 / 3 R, 
64 R (R+b) 75 
( R + b ) 3 / 2 + 2 0 / 3 R 2 ^ R + b - 1 / 3 R 5 / 2 ln 
\j R+b +\JR 
/ R + b + / R 
2 598 5 / 2 , 5 / 2 V 6 
- 8 / 1 5 R 5 / 2 l n - Í - - R " 1 / 3 R 
64 R 2 7 5 4 R 





ln ds = 
64 R r 
(R+b ) 2 - 6R (R+b) - 3 R 2 
3 j R + b 
. |n - 2 / 9 ( R + b ) 3 / 2 + 8 / 3 R \/~R+b + 2R' 
64 R (R+b) \ ¡R+b 
.2 1 
J l r 3 / 2 , n 2 t _ 4 0 / 3 R 3 / 2 
3 
A l 1 . 6 . 2 . 1 7 
. S 2 (2R + B) 
. In + 4 R In 
64 R (R+b) \ / R + b 
y_R+b_+v/R^ 
\ /S+b - / R 
+ 2 V/R In 2 t - 4 \/R~ 
r 
A l 1 . 6 . 2 . 1 8 
P a r a el caso de e lementos p a r e l e l o s al e je r con t = 0 se t i ene 
r 
s ^ s ds = 
«é, V r 
s 
2 
3 / 2 
3 / 2 
ds = R ( In S - In t ) 
A l 1 . 6 . 2 . 1 9 
A l I . 6 . 2 . 2 0 
' 3 = 
' 4 = 
1 1 
ds = 
s r { ~ R 
( In S - l n ¿ ) 
ds = 0 
t s 
A l 1 . 6 . 2 . 2 1 
A l 1 . 6 . 2 . 2 2 
S 2 
S I S d 
I r 64 R r 
t v 
2 / R 
( In 
64 R 
- 1) A l 1 . 6 . 2 . 2 3 
- L - ds = - s ~ 
>/r y/R 
A l I . 6 . 2 . 2 4 
A P E N D I C E I I A l 1 .6 
5 / 2 
R 
5 / 2 5 / 2 
R 
A l 1 . 6 . 2 . 2 5 
ds = - 1 , 1 1 
* t s ' F \/R S £ 
A l 1 . 6 . 2 . 2 6 
Fr 1 1 ds = - ^ / r ( ) 
s £ 
A l 1 . 6 . 2 . 2 7 
10 





3 /2 " 
ds 
3 R 3 / 2 
3 / 2 
ds = 
R 
3 / 2 
A l 1 . 6 . 2 . 2 9 
A l 1 . 6 . 2 . 3 0 
13 
s S 
14 3 / 2 
ds 
2 R 
3 / 2 
A l 1 . 6 . 2 . 3 1 
A l 1 . 6 . 2 . 3 2 
ds A l 1 . 6 . 2 . 3 3 
A l 1 .6 
r 
s 2 s 2 S 3 2 
- - In ds = ( In — - — - - 2 / 3 ) A l I . 6 . 2 . 3 4 
64 R r 3 \¡R 64 R 
2 2 3 2 
s In - S — - ds = _ ( I n — S — - 2 / 3 ) 
r 64 R r 3 R ó / ¿ 64 R 2 
A l 1 . 6 . 2 . 3 5 
s 2 S 2 s 2 
1/2 , n d S = 3 / 2 " ( , n — " " o ~ 1 ) 
ó / ¿ 64 R r 2 r 64 R 2 
A l 1 . 6 . 2 . 3 6 
B I O G R A F I A 
B I O G R A F I A 
Manuel D o b l a r é C a s t e l l a n o nac ió en Córdoba en el año 1956 r e a l i z a n d o sus e s -
t ud ios de b a c h i l l e r a t o en el I . N . B . Seneca . 
i 
C u r s a la c a r r e r a de I n g e n i e r o I n d u s t r i a l en la E . T . S . I . I . de S e v i l l a obtenie_n 
do el t í t u l o en el año 1978 con el n - 1 de su p r o m o c i ó n . 
F i n a l i z a d o s los es tud ios de I n g e n i e r í a se i n c o r p o r a a la C á t e d r a de E l a s t i c i d a d 
y Res i s tenc ia de M a t e r i a l e s de d icha E s c u e l a , impa r t i endo c l ases de d icha m a t e r i a y to 
mando p a r t e en d i f e r e n t e s c u r s o s de i n v e s t i g a c i ó n y pe r f ecc i onam ien to ( C á l c u l o M a t r i c i a l 
y E lementos F i n i t o s ) . As im i smo r e a l i z a el P r o y e c t o f i n de C a r r e r a s o b r e el Método de 
los e lementos F i n i t o s . 
Se i n c o r p o r a a la E . T . S . I . I . de M a d r i d en di. año 1979, i n teg rándose en la Cá 
t e d r a de E s t r u c t u r a s donde ha r e a l i z a d o la p resen te T e s i s y d i s t i n t o s t r a b a j o s de inves 
t i g a c i ó n , tanto en lo que se r e f i e r e al cap í tu l o de a r t í c u l o s y comun icac iones a C o n g r e -
s o s , como a I n fo rmes a d i s t i n t o s empresas y ent idades p ú b l i c a s . 
P o r ú l t imo ha co labo rado también con depar tamentos e x t r a n j e r o s pe rmanec iendo 
en el Dp to . de I ngen ie r í a C i v i l de la U n i v e r s i d a d de Southampton du ran te los meses de 
J u l i o y Agos to de 1980. 

